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Аннотация: В статье приведены результаты теоретических исследований, описывающие процесс роста трещин при из>

мельчении горных пород в мельницах различных типов. Отмечено, что измельчение, как часть технологии рудоподготовки,

также обусловлено разрушением горных пород с образованием новой поверхности, причем рост трещин значительно возрас>

тает от воздействия мелющих тел на горные породы. 

Доказано, что математическое описание движения стенки трещины имеет важное значение в определении способности

частиц горных пород разрушаться до заданного размера.
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Abstract: The article presents the results of theoretical studies that describe the process of crack growth during the grinding of rocks

in mills of various types. It is noted that grinding, as part of the ore preparation technology, is also due to the destruction of rocks with

the formation of a new surface, and the growth of cracks increases significantly from the impact of grinding bodies on rocks. 

It has been proven that the mathematical description of crack's wall moving has the important meaning in determination of raw

material's particles crash to the given size.
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PECULIARITIES OF CRACK GROWTH PROCESS UNDER HIGH�FREQUENCY
ACTION OF GRINDING BODIES ON ROCKS

Т
онкое и сверхтонкое измельчение горных пород воз>

можно в мельницах, дезинтеграторах и других гор>

ных машинах, осуществляющих помол до среднего

размера частиц готовой продукции – 100 мкм. Вид движе>

ния помольной камеры, размеры и форма мелющих тел,

цикличность процесса измельчения обеспечивают качество

готовой продукции в мельницах различных типов. Разнооб>

разны и виды взаимодействия мелющих тел и измельчаемо>

го в помольной камере материала. В процессе измельчения

некоторые из трещин начинают расти, достигая критичес>

кого размера, обуславливающего раскол частицы материала

вдоль стенки трещины [1>3]. Естественно, чем больше тре>

щин будут вовлечены в процесс их увеличения до критиче>

ских значений, тем эффективнее будет происходить про>

цесс измельчения. При этом важнейшее значение имеют

исследования взаимодействия ударной волны с  трещиной,

позволяющие описать движение стенки трещины в момент

её развития.

Методы и материалы исследований
(Materials and Methods)

В проведённых исследованиях использован метод пред>

ставления стенки трещины в виде круглой однородной плас>

тины, которая реагирует на действие ударной волны и откло>

няется от положения равновесия. 

В общем случае ударный импульс ξ = f(σ; τ) характеризует>

ся интенсивностью действия σ и длительностью τ. По мнению

ряда исследователей из>за малого отклонения стенки трещины

наиболее благоприятными с точки зрения разрушения матери>

ала является нормальное напряжение σ [4>5].

Поверхность отклоняется с поперечной скоростью

частиц u в волне напряжения и в момент времени t, про>

шедший со времени прихода импульса, максимальное от>

клонение стенки трещины составит u ⋅ t ⋅(1 > b) (pис. 1).

Падающая и отраженная волны взаимодействуют только

в интервале времени 0 ≤ t ≤ τ/2 [8].

Зону суперпозиции волн (расположена между точками,

обозначенными на рисунке 1 чёрным цветом) мы принимаем

за тонкую однородную пластинку, защемленную по краям.

При этом стенка трещины принимает различные формы

(рис. 2), описываемые кривыми отклонения, имеющими раз>

личные математические выражения.  

При 0 ≤ t ≤ τ/2 динамическая кривая отклонения стенки

трещины z(r, y, t) должна удовлетворять следующим гранич>

ным условиям:

(1)
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Всем этим условиям удовлетворяет следующая функция:

(2)

где b – постоянный, безразмерный коэффициент, завися>

щий от свойств мелющей загрузки. 

Рассмотрим несколько кривых, уравнения которых y(x)

позволяют описать форму стенки трещины, находящейся

под воздействием ударной волны. Для сравнения результа>

тов полученных вычислений необходимо, чтобы площадь

под вышеуказанными кривыми была одинаковой. Матема>

тически данный факт выразится следующим соотношением:

(3)

Это позволит нам корректно подойти к вопросу оценки

влияния формы кривой отклонения стенки трещины на па>

раметры ударного импульса. 

Для того, чтобы выполнялось выражение (1), найдём вы>

ражения для y(x), построив апроксимационные кривые

с применением различных функций (рис. 1).

1. Полиномиальная зависимость:

y = >2,11x4 ⋅ 10>7 > 0,0004x2 + 29,78.                    (4)

2. Ортогонально>полиномиальная зависимость:

y = >0,0017x2+ 30,89.                                (5)

3. Логарифмическая зависимость:

y = >11,79 lnx + 66,95.                                   

4. Экспоненциальная зависимость:

lny = >0,75lnx + 5,8.                                 (6)

5. Арктангенциальная зависимость.

y = arctg(>0,04x + 3,93) + 15,06.                        (7)

Существует много методов расчёта и анализа устойчивости

тонкой однородной пластины [5>8]. Для нашего случая идеаль>

но подходит метод Лагранжа, позволяющий применить прин>

цип виртуальных перемещений точек системы с несколькими

степенями свободы. Для простоты расчётов (не в ущерб качес>

тву) остановимся на системе с одной степенью свободы, при>

няв в качестве обобщенной координаты длину трещины y.

Составим уравнение Лагранжа 2>го рода [9>11]. Для нашего

случая метод Лагранжа является идеальным математическим

инструментом, позволяющим связать в одном дифференци>

альном уравнении перемещения и скорости движения стенки

трещины с физическими свойствами измельчаемой горной

породы и параметрами ударного импульса, возникающего

в помольной камере мельницы. 

Обозначим:

a – продольная скорость звука в горной породе; ρ – плот>

ность материала.
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Рис. 1. Расчётная схема движения стенки трещины.

Fig. 1. Calculation scheme of crack wall motion.

Рис. 2. Возможные (аппроксимационные) формы кривых отклонения

стенки трещины.

Fig. 2. Possible (approximation) forms of curves of crack wall deviation.
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Уравнение Лагранжа 2>го рода имеет вид:

(8)

где: T – кинетическая энергия системы, y
.
– обобщенная ско>

рость движения стенки трещины, Qy – обобщенная сила, от>

несенная к обобщенной координате [10].

Кинетическая энергия отклоненной стенки трещины

равна:

(9)

где ρ – плотность материала.

Определим 

(10)

(11)

В итоге, используя полученные выражения в (9), форми>

руем выражение для кинетической энергии системы:

(12)

Продифференцируем выражение для кинетической

энергии системы по обобщённым скорости и координате:

(13)

(14)

(15)

Найдем правую часть равенства (8).

Обобщенная сила Q складывается из обобщенных потен>

циальных сил, обобщенных сил вызывающих образование

новой поверхности, и обобщенной диссипативной силы:

Qy = Qпот
y + Qγ

y + Qдис
y .                             (16)

Потенциальная энергия системы:

П = Пσ > Пр ,                                  (17)

где Пσ – потенциальная энергия деформации стенки трещи>

ны под действием ударной волны с амплитудой σ; Пр – по>

тенциальная энергия предварительного нагружения стенки

трещины, (эта энергия расходуется на образование новых

трещин на ранних стадиях добычи – при отбойке и дробле>

нии) [10, 12].

Выберем за нулевой уровень положение стенки трещины

в момент, когда ударный импульс еще не успел ее отклонить

(t = 0 на рис. 1).

Элементарная работа импульса нагружения σ равна

dAσ = z⋅σ⋅rdrdϕ.

Тогда

(18)

По известной формуле механики [10, 11] находим

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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(24)

Работа сил, вызывающих образование новой поверхнос>

ти, согласно [12] равна 

Aγ = 2π(y2 >by2
0) γ,                                 (25)

гдеy0 – начальная ширина трещины.

Вычислим обобщенную силу, учитывающую образова>

ние новой поверхности.

(26)

Вычислим обобщенную диссипативную силу Qдис
y . Эта

сила учитывает демпфирующие свойства материала.

(27)

где D – диссипативная функция или функция рассеяния

энергии Рэлея [13], D = μy
.

2/2, где μ – коэффициент демпфи>

рования [н⋅с/м].

Qдис
y = > μy

.
.                                 (28)

Суммарная обобщенная сила равна:

(29)

Подставим полученные выражения (14), (15) и (29)

в уравнение (8)

(30)

Результаты исследований (Results)
Составлено дифференциальным уравнение, определяю>

щее условие роста трещины. Получены зависимости, связы>

вающие энергетические параметры процесса роста трещины

с параметрами ударной волны и размером трещины. Опреде>

лены виды кривой отклонения стенки трещины, находящей>

ся под действием ударной волны.

Обсуждение результатов исследований (Discussion)
На рисунке 3 представлены зависимости потенциаль>

ной энергии деформации стенки трещины от её переме>

щения (выражение (19)). Анализ зависимостей, представ>

ленных на рисунке 3, говорит о том, что потенциальная

энергия деформации стенки трещины находится в парабо>

лической зависимости от перемещения стенки трещины,

причём вид горной породы, её прочность оказывают суще>

ственное влияние на величину потенциальной энергии де>

формации и при прочих равных условиях влияет на общую

величину энергии, которым должно обладать мелющее те>

ло, способное разрушать частицы горных пород до задан>

ной величины.

На рисунке 4 представлены зависимости обобщённой по>

тенциальной силы от интенсивности действия ударного

импульса (выражение (24)). Анализ зависимостей, представ>

ленных на рисунке 4, говорит о том, что обобщённая потен>

циальная сила находится в линейной зависимости от интен>

сивности действия ударного импульса.

Данный вывод позволяет рассчитать технологические

и кинематические параметры мельниц, которые обеспечат

необходимую величину ударной силы, с которой мелющее

тело должно воздействовать на частицы горных пород для

измельчения их до заданной величины.

Заключение / Conclusion
Применение Уравнений Лагранжа II рода позволило ус>

тановить зависимости между энергетическими параметрами

процесса роста трещины, параметрами ударной волны и раз>

мером трещины, а также определить виды кривой отклоне>

ния стенки трещины, находящейся под действием ударной

волны. ■
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Рис. 4. Зависимости обобщённой потенциальной силы от интенсивности

действия ударного импульса.

Fig. 4. Dependences of the generalized potential force on the intensity of the

impact impulse.
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