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Аннотация: В статье приведены результаты исследований по уточнению цифровых моделей рельефа местности с по>

мощью облаков точек, получаемых в ходе лидарных съемок или на основе аэрофотосъемки с беспилотных воздушных судов.

Установлено, что при моделировании различных форм лишь на основе набора ключевых точек может возникать неоднознач>

ность. Определено, что при использовании TIN>моделей для уточнения положения граней целесообразно использовать из>

быточные точки класса «земля». Показаны варианты реализации подходов с помощью метода наименьших квадратов. Выяв>

лены их эффективность и целесообразность на конкретных примерах. Результаты исследований могут быть полезными при

работах, связанных с цифровым моделированием рельефа, в том числе применительно к открытым горным выработкам. 
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Abstract: The article presents the results of research on the refinement of digital terrain models using point clouds obtained during

lidar surveys or based on aerial photography from unmanned aircraft. It is established that when modeling various forms only on the basis

of a set of key points, ambiguity may arise. It is determined that when using TIN models to clarify the position of the faces, it is ad>

visable to use redundant points of the «ground» class. The variants of the implementation of approaches using the least squares method

are shown. Their effectiveness and expediency are revealed on specific examples. The results of the research can be useful in work relat>

ed to digital terrain modeling, including in relation to open>pit mining.
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METHODOLOGY FOR REFINING DIGITAL RELIEF MODELS OF OPEN�PIT
MINE WORKINGS BASED ON LASER SCANNING AND AERIAL 

PHOTOGRAPHY

Р
азвитие маркшейдерско>геодезических работ на со>

временном этапе сопровождается применением высо>

копроизводительных приборных средств и програм>

много обеспечения (ПО). В последние годы существенно

изменился вид выходной продукции при отображении ре>

льефа и ситуации местности. Все более востребованным

становится их представление в виде цифровых моделей, что

позволяет наиболее реалистично изображать исследуемую

территорию, а также решать различные актуальные задачи:

контролировать геометрические параметры объектов съем>

ки, получать цифровые топографические планы, создавать

геоинформационные системы (ГИС), анализировать пло>

щади поверхностей и считать объемы, вести планирование

дальнейших работ и т.д. [1>5]. 

Анализ геопространственных данных, из которых необ>

ходимо извлекать полезную информацию об объектах, та>

ких, как открытые горные выработки, становится все более

необходимым по мере увеличения объема добычи полезных

ископаемых [6>10]. Трехмерные модели объектов на се>

годняшний день предоставляют информацию высокого ка>

чества, точности и детализации, которая необходимы для ре>

шения проблем, связанных с уменьшением опасностей

на карьерах, управлением ресурсами, разведкой полезных

ископаемых, рассеиванием загрязняющих веществ и дру>

гими вопросами. Кроме того, современная нормативно>

методическая документация регламентирует выполнение

районирования открытых горных выработок по степени воз>

никновения оползнеопасных процессов. Данная процедура

также должна выполняться на основании актуальной трех>

мерной модели объекта [11>13].

С учетом постоянной эксплуатации карьера меняется

и его геометрический облик, что тоже должно учитываться

при моделировании. В связи с этим возникает необходи>

мость использования систематических маркшейдерско>гео>
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дезических измерений. При этом детально отслеживается

развитие горных работ, что важно для решения вопросов эф>

фективного планирования. Но больший вес имеет оценка

безопасности условий ведения горных работ и зонирование

горнотехнического объекта по степени опасности на пред>

мет различного рода разрушений и, в первую очередь, опол>

зневой опасности [14, 15].

На выбор метода съемки обычно влияют следующие кри>

терии: оперативность сбора данных, точность измерений,

возможность трехмерной визуализации, вариативность ре>

зультатов, экономическая составляющая, простота каме>

ральной обработки. Традиционно координаты характерных

элементов горных выработок получают с помощью спутни>

ковых определений и тахеометрическим методом. В то же

время, в практику внедрены и более производительные тех>

нологии: наземное, мобильное и воздушное лазерное скани>

рование, цифровая аэрофотосъемка с беспилотных воздуш>

ных судов [16>19]. Их отличают достаточно высокая точность

и плотностью данных, а также ярко выраженный модельно>

ориентированный подход.

Структуры рельефа местности при традиционных (руч>

ных) способах съемки фиксируются целенаправленно.

Исполнитель не пропускает пикеты в местах перегибов,

а на относительно ровных участках набирает их с плотно>

стью, указанной в нормативно>технической документа>

ции. Облака точек по результатам лидарных съемок

и АФС, наоборот, весьма избыточны, что нередко создает

проблемы, как вычислительного, так и картографического

характера [20>23]. 

Ключевым этапом обработки облаков точек при модели>

ровании рельефа является классификация точек «земли»

(ground) [24, 25]. Несмотря на то, что современное оснаще>

ние персональных компьютеров хоть и позволяет моделиро>

вать рельеф местности по всему набору соответствующих то>

чек, это редко оправдано, так как наряду с затрачиваемыми

ресурсами создает лишние неудобства при работе заинтере>

сованного специалиста камеральной группы. Так, например,

при использовании нерегулярных триангуляционных моде>

лей число формирующих полигонов (граней) оказывается

сильно избыточным, а изолинии, построенные по ним, весь>

ма подробны и подлежат сглаживанию, что в автоматиче>

ском режиме не всегда приводит к желаемому результату 

[26>28]. По этой причине приходится применять «ручное»

сглаживание результатов классификации точек класса «зем>

ля» в соответствии с требованиями генерализации рельефа

местности для данного масштаба. 

В силу того, что число точек «земли» весьма избыточно,

для дальнейшей работы используют лишь «ключевые точки

модели» (key points, model key points). Для их поиска задает>

ся допуск на расхождение между разными вариантами циф>

ровой модели рельефа (по всем точкам земли и на основе

подмножества). Его величина обычно соизмерима с точнос>

тью съемки либо назначается исходя из требований к точно>

сти итоговой модели. Обычно число «model key points» со>

ставляет менее 5% от начального множества точек. Пример

их выделения на основе вертикального сечения по облаку то>

чек проиллюстрирован на рис. 1.

В дальнейшем непосредственно по ключевым точкам со>

здаются модели рельефа местности. Вместе с тем даже при

использовании опции «model key points» в построенной мо>

дели возможны несоответствия с реальным рельефом мест>

ности или контурами заданной модели. Это возникает вслед>

ствие ряда причин. Главной из них является не достаточный

контроль при построении различных границ структурных

объектов модели и это довольно трудоемкая задача. В статье

предлагается исследовать возможности уточнения ЦМР, по>

строенных по ключевым точкам модели, с помощью всего

множества точек класса «земля» (рассматривается рельеф

местности и открытые горные выработки). Таким образом,

обработка трехмерных данных по результатам лидарных съе>

мок и АФС, а также эффективное и точное построение трех>

мерной модели представляют собой актуальную научно>про>

изводственную задачу.

Целью исследования является разработка подходов, по>

зволяющих после триангуляции Делоне выполнять уточне>

ние структуры трёхмерных граней по методу наименьших

квадратов и избыточных данных (точек класса «земля»,

не вошедших в множество ключевых точек). Для реализа>

ции данного подхода задействуются положения аналитиче>

ской геометрии в части применения барицентрических ко>

ординат и нахождения расстояний от точки до плоскости

в пространстве.

Методы и материалы
На сегодняшний день триангуляционная нерегулярная

сеть (TIN) является наиболее популярным методом пред>

ставления исследуемых объектов. TIN>модель представ>

ляет собой мозаичную сеть неперекрывающихся треуголь>

ников, каждый из которых состоит из неравномерно

распределенных точек с известными прямоугольными ко>

ординатами. Существуют различные сети триангуляции,

но чаще всего при создании трехмерных моделей рельефа

используется триангуляция Делоне [29]. Метод подходит

для глобального моделирования объектов, он дает согласо>

ванное трехмерное объемное разделение пространства

в соответствии с полученной информацией по данным

многоточечных измерений.

Производственная методика создания ЦМР по облакам

точек основана на автоматическом построении триангу>

ляции Делоне на основе ключевых точек модели. На этом

этапе дискретные точки преобразуются в непрерывную по>

верхность, вследствие чего могут возникать ошибки и неточ>

ности. Обычно далее ЦМР редактируется в ручном режиме:

часть вершин и ребер удаляется, включаются выделенные

структурные линии, переставляются местами ребра соседних

треугольников и т.д. 

В качестве примера рассмотрим созданную искусственно

модель в виде геологической депрессии (рис. 2). 

Допустим, что на поверхность попало несколько десят>

ков (а в реальности – сотен или тысяч) точек, из которых

в ключевые вошло всего 10 (рис. 3, рис. 4).
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Рис. 1. Сечение по точкам рельефа с выделением ключевых точек / 

Fig. 1. Section by relief points with the selection of key points.
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По ключевым точкам в автоматическом режиме в про>

грамме Autodesk AutoCAD Civil 3D 2020 построена триангу>

ляция Делоне (рис. 5). 

На рис. 5 видно, что поверхность удовлетворяет условию

Делоне, а именно, внутрь окружности, описанной вокруг

любого построенного треугольника, не попадает ни одна

из заданных точек триангуляции. Но данное представление

не удовлетворяет форме объекта (рис. 6).

При соблюдении условия Делоне наблюдается стремле>

нии к равносторонним треугольникам, поэтому ребра могут

проходить под большими углами к структурным линиям ре>

льефа. Автоматический этап моделирования не учитывает

избыточные данные, то есть все точки «земли», не попавшие

в подмножество ключевых (рис. 7). 

Необходимо внести редакционные действия и переста>

вить несколько ребер (рис. 8).
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Рис. 2. Модель депрессии в виде поверхностной модели и набора

изолиний / 

Fig. 2. A model of a geological depression in the form of a surface model and

a set of isolines.

Рис. 3. Точки на поверхности геологической депрессии при виде сверху / 

Fig. 3. Points on the surface of the geological depression in top view.

Рис. 4. Точки на поверхности геологической депрессии в изометрии / 

Fig. 4. Points on the surface of the geological depression in isometry.

Рис. 5. Триангуляция Делоне по ключевым точкам при виде сверху / 

Fig. 5. Delaunay triangulation by key points in top view.

Рис. 6. Результат построения триангуляции по ключевым точкам

в изометрии / 

Fig. 6. Result of triangulation by key points in isometry.

Рис. 7. Несоответствие поверхности по ключевым точкам всем точкам

класса «земля» / 

Fig. 7. The discrepancy of the surface by key points to all points of the «ground»

class.

Рис. 8. Редактирование поверхности путем последовательной

перестановки ребер: 1 � полная редакция; 2 � частичная редакция; 3 � без

исправления / 

Fig. 8. Editing a surface by sequentially rearranging edges: 1 � full revision; 2 �

partial revision; 3 �without correction.
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Аналогичные неоднозначности, требующие исправле>

ния, можно часто встретить и на открытых горных выработ>

ках. Примеры облаков точек лазерных отражений (ТЛО)

классов «земля» и «ключевые точки модели» карьера показа>

ны на рис. 9. 

После создания ЦМР визуально выявлено несколько де>

сятков ошибок, как на бортах, так и на дне карьера. Они вы>

делены красным цветом на рис. 10.

Подробнее рассмотрим одну из них. Раскраска ТЛО

по вектору нормали и фрагмент ортофотоплана по материа>

лам АФС подтверждают необходимость перестановки ребра

внутри выделенного контура (рис. 11). Варианты до и после

редактирования в изометрии представлены на рис. 12. 

Конечно, двойственность построения может быть учтена

при ручном редактировании. Но с увеличением масштаба за>

дачи до тысяч и миллионов точек, безусловно, нужны более

эффективные подходы для корректного построения цифро>

вой модели. Ручная работа оператора по перестановке ребер

в таком случае потребует много времени. Очевидно, что ис>

править абсолютно все треугольники очень сложно. 

Нам представляется своевременным сформулировать

предпосылки к оптимизации данного этапа и устранению

неоднозначностей. Для этого можно использовать метод

уточнения триангуляции по методу наименьших квад>

ратов.

Задача сводится к определению высот точек класса «зем>

ля» (z) в проекции для треугольников до и после переста>
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Рис. 9. Примеры облаков точек классов «земля» и «ключевые точки

модели»карьера / 

Fig. 9. Examples of point clouds of the «ground» and «key points» classes

of open�pit.

Рис. 10. Модель карьера по ключевым точкам модели /

Fig. 10. Open�pit model by key points of the model.

Рис. 11. Неточность моделирования фрагмента борта карьера

по триангуляции Делоне / 

Fig. 11. Inaccuracy of modeling a fragment of a open�pit side by Delaunay trian�

gulation.
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новки ребер, после чего данные значения сравниваются

с начальными. Определить z в этом случае можно через бари>

центрические координаты (α, β, γ), равные отношению пло>

щадей треугольников (рис. 13).

(1)

(2)

(3)

(4)

где (α, β, γ) – барицентрические координаты, S1 , S2 , S3 –

площади треугольников.

Эти числа неотрицательны и удовлетворяют следующим

соотношениям:

(5)

где (x1 , y1); (x2 , y2); (x3 , y3) – плановые координаты вершин

треугольника. 

Тогда определитель этой системы уравнений: 

(6)

По формулам Крамера решение составит:

(7)

где 

(8)

(9)

Таким образом, если известны координаты точки (х, у),

а также высоты вершин рассматриваемого треугольника z1,

z2 , z3 , значение высоты в ней рассчитывается по формуле:

z = αz1 + βz2 + γz3 ;                                  (10)

По данному сценарию можно определять высоты точек

класса «земля» в проекции для всех соседних треугольников,

а затем в проекции для новых треугольников с учетом пере>

становки общего ребра. Сравнение высот точек «земли»

с высотами в проекции для двух предварительных решений

позволить получить отклонения dz для каждой точки. В даль>

нейшем нужно использовать тот случай, в котором Σdz2 ми>

нимальна, а также выполнить повторную проверку соседних

треугольников.

Подход на основе барицентрических координат может

быть удобен, так как реализован в профильном програм>

мном обеспечении. Так функции переноса блоков к поверх>

ности и добавления новых точек на основе существующей

триангуляции можно встретить, например, в программе

Autodesk AutoCAD Civil 3D. Если реализовывать приложение

для уточнения ЦМР на ее базе, можно воспользоваться гото>

вым решением или его модернизировать.
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Рис. 12. Исправление ЦМР фрагмента борта карьера / 

Fig. 12. Correction of the DEM fragment of the side of an open�pit.

Рис. 13. Геометрический смысл барицентрических координат /

Fig. 13. Geometric meaning of barycentric coordinates.
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Вместе с тем, вместо определения отклонений dz можно

апеллировать и кратчайшими расстояниями до плоскости,

используя известные положения об уравнении плоскости

и формулу Герона.

Как известно, уравнение плоскости, проходящей через

три точки с известными координатами, имеет вид:

(11)

где (x1 , y1); (x2 , y2); (x3 , y3) – координаты точек, через кото>

рые проходит данная плоскость, а (x; y; z) – всевозможные

координаты точек этой плоскости.

Уравнение плоскости имеет вид:

Ax + By + Cz + D = 0;                             (12)

где A, B, C, D – коэффициенты, задающие плоскость. 

Применяя формулу Герона, кратчайшее расстояние

от произвольной точки до плоскости:

(13)

где (x0 ; y0 ; z0 ) – координаты точки.

Дальнейшая последовательность проверки при исполь>

зовании отклонений от плоскости останется аналогичной,

описанной выше. 

На основе предложенного алгоритма проведены тесто>

вые расчеты, которые показали его эффективность. К при>

меру, решение задачи о моделировании депрессии с учетом

метода наименьших квадратов исключило ручное корректи>

рование модели и позволило сразу получить желаемый ре>

зультат (см. рис. 8. 3). Представляется, что дополнительно

можно анализировать число вершин триангуляции и обрабо>

танных треугольников, плотность уточняющих точек на тре>

угольник, количество перестроений, длины ребер, макси>

мальное уклонение и СКО.

Заключение
Современные маркшейдерско>геодезические работы все

более интегрируются с компьютерными технологиями. Про>

цесс съёмки и предварительной обработки данных лазерного

сканирования и АФС практически полностью автоматизи>

рован. Вместе с тем при построении модели объекта значи>

тельный объем работ еще выполняется оператором вручную.

К нему можно отнести такие работы, как векторизация орто>

фотопланов и редактирование цифровой модели рельефа.

Приходится работать с огромным количеством неструктури>

рованных данных. Специалист, создавая топографический

план или модель затрачивает много времени, что, конечно,

снижает производительность. Здесь следует отметить, что од>

на только съёмка с воздуха не может дать исчерпывающей ин>

формации для составления ЦТП. Обычно используются

пикеты наземной съемки, материалы дешифрирования

и справочные данные. Поэтому чрезвычайно важно развитие

модулей автоматизированного проектирования.

Рассмотренный в статье подход позволяет упростить и ус>

корить работу по моделированию различных объектов, в том

числе открытых горных выработок. Как было отмечено мо>

дельный подход обеспечивает повышение качества не только

производственных решений в вопросах проектирования гор>

ных работ, но что более важнее создает основу для геодезиче>

ского мониторинга. При этом уточненная модель использует>

ся и при конечно>элементном анализе деформированного

состояния (например, борта карьера), что является составной

частью мониторинга и также непосредственно при оценке де>

формаций по результатам наблюдений.

Описана общая идея работы, которая состоит в уточне>

нии структуры треугольников ЦМР по методу наименьших

квадратов с использованием избыточных данных, а именно

точек «земли», не вошедших в множество ключевых точек.

На тестовых примерах показана эффективность предложен>

ного подхода.

Выводы 
1. В статье приведены результаты исследований по уточ>

нению цифровых моделей рельефа с помощью точечных мо>

делей, получаемых передовыми маркшейдерско>геодезичес>

кими методами съемки. 

2. Предлагаемые подходы представляются перспектив>

ными для реализации и требуют незначительного вмеша>

тельства оператора, что ценно при обработке значительных

массивов геопространственной информации (точечных мо>

делей). Для иллюстрации их работы были выбраны тестовые

наборы данных как для природных, так и техногенных объ>

ектов, таких как открытые горные выработки. 

3. Результаты исследования могут эффективно приме>

няться заинтересованным специалистом, а также совершен>

ствоваться в соответствие с развитием компьютерных техно>

логий. ■
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