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Аннотация. В основе оценки безопасности объектов, подрабатываемых подземными горными работами, а также плани-
руемых к строительству над отработанными участками шахтных полей, лежит расчет ожидаемых деформаций. Для достовер-
ного определения последних в случае отсутствия инструментальных наблюдений над рассматриваемым участком шахтного 
поля высокой значимостью обладает вопрос обоснования величин углов полных сдвижений ψ и максимальных оседаний θ.

В настоящее время на практике углы θ не используются в явном виде, а фиксированные величины углов ψ не всегда позво-
ляют достоверно вычислить длину полумульды сдвижения и, как следствие, правильно рассчитать ожидаемые деформации. 
Основной целью настоящей работы является обоснование углов ψ и θ для условий отработки запасов Верхнекамского ме-
сторождения калийно-магниевых солей, а также в случае целесообразности установление зависимостей, их определяющих.

В ходе проведенного исследования выявлено, что углы полных сдвижений ψ в условиях однородности строения геоме-
ханической системы не склонны к значительным изменениям во времени и зависят главным образом от параметра степени 
нагружения междукамерных целиков С. Найдена причина возможного уменьшения величин ψ в условиях неоднородности 
строения геомеханической системы. Определено, что величины углов максимальных оседаний θ могут отличаться от 90º. 
Обоснованы значения и установлены математические модели для исследуемых углов ψ и θ, а также уточнены коэффициенты 
условия полной подработки.
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Abstract. The safety assessment of objects developed by underground mining operations, as well as those planned for construction 
over developed sections of mine fields, is based on the calculation of expected deformations. For a reliable determination of the latter, 
in the absence of instrumental observations over the section of the mine field under consideration, the issue of substantiating the values 
of the angles of total displacement ψ and maximum subsidence θ is of great importance.

At present, in practice, the angles θ are not used explicitly, and fixed values of the angles ψ do not always allow for a reliable cal-
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culation of the length of the semi-trough of displacement and, as a consequence, for a correct calculation of the expected deformations. 
Taking into account the above, the main objective of this work is to substantiate the angles ψ and θ for the conditions of development 
of the reserves of the Verkhnekamskoye potassium-magnesium salt deposit, and, if appropriate, to establish the dependencies that 
determine them. The study revealed that the angles of total displacements ψ under conditions of homogeneity of the geomechanical 
system structure are not prone to significant changes over time and depend mainly on the parameter of the degree of loading of in-
ter-chamber pillars C. The reason for the possible decrease in the values of ψ under conditions of heterogeneity of the geomechanical 
system structure was found. It was determined that the values of the angles of maximum subsidence θ may differ from 90º. The values 
are substantiated and mathematical models are established for the studied angles ψ and θ, and the coefficients of the condition of com-
plete undermining are clarified. 

Keywords: angles of total displacements, angles of maximum subsidence, complete undermining, incomplete undermining, dis-
placement, trough, safety of undermining objects

Gratitude: The author expresses deep gratitude to Academician of the Russian Academy of Sciences, Doctor of Technical Sciences 
Baryakh A.A. and to Candidate of Technical Sciences Tenison L.O. for valuable advice and recommendations.

For citation: Shchegolkov YuS. Assessment of the values of total shifts angles and maximum subsidence angles in conditions of 
mining reserves of the Verkhnekamskoe deposit of potassium-magnesium salts. Mine Surveying and Subsurface Use. 2025;25(1):61-
70. (In Russ.). https://doi.org/10.56195/2079-3332-2025-25-1-61-70.

Введение

Развитие процесса сдвижения под воздействием под-
земной отработки запасов способно оказывать суще-
ственное отрицательное влияние на подрабатываемые 

поверхностные объекты [1–7]. Мерой количественной оценки 
упомянутого влияния в соответствии с требованиями дей-
ствующего нормативного документа [8] являются величины 
ожидаемых вертикальных (наклон i(z), кривизна K(z), радиус 
кривизны R(z) и горизонтальных деформаций ε(z). В случае 
отсутствия инструментальных наблюдений над анализируе-
мым участком шахтного поля для определения величин i(z), 
K(z), R(z) и ε(z) необходим расчет длины полумульды L, в ос-
нове которого среди прочих параметров лежат углы ψ или θ.

Использование какого-либо из углов ψ или θ обуслов-
ливается различиями формы мульды сдвижения, соответ-
ственно, при полной и неполной подработках земной по-
верхности. Первая наблюдается, когда увеличение размеров 
выработанного пространства D способствует росту вели-
чины максимального оседания ηm, местоположение которо-
го относительно центральной части отработанного участка 
определяется углом максимальных оседаний θ. Вторая воз-
никает при достижении размеров выработанного простран-
ства D определенной величины, после которой дальнейшего 
увеличения максимального оседания ηm не происходит, а об-
разуется так называемое плоское дно мульды, которое огра-
ничивается углами полных сдвижений ψ. В настоящее вре-
мя на Верхнекамском месторождении калийно-магниевых 
солей (ВКМКМС) условие подработки земной поверхности 
определяется на основании параметра χ, представляющего 
собой отношение размера D к глубине разработки до почвы 
нижнего отрабатываемого пласта H. Применительно к от-
дельно взятому главному сечению мульды сдвижения усло-
вию неполной подработки соответствует значение параметра 
χ <2 ctg ψ = 1,4. При величине χ ≥2 ctg ψ = 1,4 подработка 
характеризуется как полная. 

Опираясь на содержание действующих «Указаний» [8], 
уместно отметить, что на сегодняшний день при расчете дли-
ны L используются фиксированные величины углов полных 
сдвижений ψ = 55º и не используются углы максимальных 
оседаний θ. Вместо последних применяется угол сдвижения 
в условиях неполной подработки ψ0, который по смысловой 
нагрузке соответствует некому аналогу угла полных сдвиже-
ний, а его расчет основывается на значении параметра χ. 

Анализируя ранее действующие на ВКМКМС «Указа-
ния» и «Инструкции», периодически издаваемые начиная с 
1960 года, можно заметить постоянство регламентированных 
величин углов ψ = 55º (исключение составляют «Указания» 
1976 года, где величина ψ составляла 50º). Углы максималь-
ных оседаний встречались в «Указаниях» с 1976 по 1994 год, 
а их значение составляло θ = 90º. Несколько позже, в «Ука-
заниях» 2008 года, был введен ранее упомянутый угол ψ0. 
Вследствие принятого допущения об условно горизонталь-
ном залегании калийно-магниевой залежи классификации 
величин ψ, θ и ψ0 по фактору угла падения промышленных 
пластов не приводилось ни в одной из версий нормативного 
документа.

При анализе результатов инструментальных наблюдений 
на различных участках шахтных полей рудников г. Березни-
ки и Соликамска было замечено, что фактические величины 
углов полных сдвижений ψ могут значительно отличаться от 
55º, что находит отражение в правильности вычислений длин 
полумульд сдвижения L и, как следствие, в достоверности 
расчетов ожидаемых деформаций. Опираясь на изложенное, 
можно сделать вывод о необходимости поиска зависимости 
углов ψ от основных возможных влияющих факторов. От-
носительно угла ψ0 справедливо заметить, что он введен в 
расчет длины полумульды как промежуточный этап вычис-
лений и может быть заменен углом максимального оседания 
θ. Последний в настоящее время не используется на практике 
в явном виде и его величина требует дополнительного обо-
снования.

Материал и методы исследования
Исходным материалом для проведения исследования 

послужили результаты инструментальных наблюдений за 
процессом сдвижения земной поверхности, данные геоло-
гической разведки, цифровые планы шахтных полей с па-
раметрами системы разработки, нормативные документы 
«Инструкции» и «Указания», издававшиеся для ВКМКМС 
начиная с 1960 года по настоящее время.

В работе использован комплексный метод исследований, 
включающий анализ литературных данных и нормативной 
документации по рассматриваемой проблеме, отбор и ана-
лиз данных инструментальных наблюдений за сдвижением 
земной поверхности, аналитическую обработку исходной 
информации, а также регрессионный анализ.
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Результаты исследования и их обсуждение 
Перед проведением исследования немаловажным во-

просом является выбор и обоснование характерных геоме-
ханических условий, в рамках которых будут учитываться 
анализируемые угловые параметры процесса сдвижения. 
Рассматривая сформированную на ВКМКМС геомехани-
ческую систему в широком смысле, можно отметить, что в 
целом подработку земной поверхности правильнее считать 
комбинированной, то есть состоящей из отдельных участ-
ков полной и неполной подработок, впоследствии сочета-
ющихся в результирующую суммарную форму проявления 
сдвижений, типовой пример которой представлен на рисун-
ке 1.

Из рисунка 1 видно, что общая форма проявления сдви-
жений сформирована от участка отработки значительных 
размеров D ≈ 3,4 H, однако при этом отсутствует видимое 
плоское дно мульды и присутствует локальный участок с 
выраженной точкой максимального оседания, по форме со-
ответствующий условию неполной подработки. Это объ-
ясняется прежде всего неоднородностью сформированной 
геомеханической системы, а также различными сроками от-
работки запасов и закладки выработанного пространства. Та-
ким образом, мульда сдвижения на ВКМКМС характеризует-
ся сложной формой, изменяющейся во времени на разных ее 
участках по различным законам, что также ранее отмечалось 
в работах М. П. Нестерова, Н. Ф. Аникина, А. В. Львовой и 
других [9–14]. Вышеописанное обстоятельство в совокуп-
ности со смысловой нагрузкой исследуемых угловых пара-
метров [15–19] позволяет устанавливать последние лишь на 
отдельных интервалах результирующей формы проявления 
сдвижений, среди которых главным образом выделяются 
краевые части, то есть участки, непосредственно примыка-
ющие к постоянным границам выработанного пространства, 
которым и будет уделено основное внимание в рамках насто-
ящей работы. 

Для отмеченных участков можно выделить три основные 
возможные геомеханические ситуации:

1. Условия относительной однородности строения геоме-
ханической системы от постоянной границы выработанного 
пространства до области плоского дна мульды сдвижения. В 
рассматриваемых условиях количество отрабатываемых пла-
стов, сроки и параметры отработки запасов в зоне, непосред-
ственно примыкающей к постоянной границе выработанного 

пространства, будут близко соответствовать смежным зонам, 
что создает предпосылки для равномерного развития процес-
са сдвижения вдоль краевой части мульды.

2. Условия, при которых зоны, непосредственно при-
мыкающие к постоянным границам выработанного про-
странства (граничные зоны или зоны смягчения), харак-
теризуются более поздними сроками отработки запасов, и/
или меньшими расчетными значениями показателей сте-
пени нагружения оставляемых междукамерных целиков C, 
и/или меньшими суммарными максимальными оседания-
ми ∑ηm относительно остальной совокупности смежных с 
ними зон. Описанный случай наиболее часто встречает-
ся на практике вследствие необходимости формирования 
у постоянных границ выработанного пространства «зон 
смягчения», или «граничных зон» (согласно требованиям 
«Указаний» различных лет), обеспечивающих некоторое 
сглаживание и удлинение полумульды мульды сдвижения, 
что находит отражение в уменьшении углов полных сдви-
жений ψ.

3. Условия, при которых размеры граничной зоны не-
достаточны для независимого формирования полумульды 
сдвижения с выраженным плоским дном и параметры отра-
ботки запасов в ней, будут обеспечивать более низкую устой-
чивость геомеханической системы и, как следствие, более 
высокую интенсивность развития процесса сдвижения от-
носительно смежных зон. Рассматриваемый случай доволь-
но редко встречается на практике. В описанных условиях не 
происходит формирования выраженного плоского дна муль-
ды и пропадает целесообразность практического использова-
ния углов полных сдвижений ψ.

Принимая во внимание вышеизложенное, справедливо 
заметить, что первые две из вышеперечисленных геомеха-
нических ситуаций тематически относятся к вопросу иссле-
дования углов полных сдвижений ψ. Третья ситуация сопря-
жена с необходимостью использования углов максимальных 
оседаний θ. При этом область практического использования 
последних распространяется и на другие возможные ситуа-
ции, например на участки неполной подработки, характери-
зуемые значительно большей интенсивностью развития про-
цесса сдвижения относительно смежных с ними зон, или на 
отдельные локальные участки небольших размеров, заклю-
ченные между оставленными предохранительными целика-
ми различного назначения. 

Рис. 1. Пример типовой геометрии общей формы проявления сдвижений 
в условиях отработки запасов Верхнекамского месторождения калийно-магниевых солей /

Fig. 1. An example of typical geometry of the general form of manifestation of shifts in the conditions of development of reserves of the VDPMS
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Обоснование величин углов полных сдвижений
Исследование углов полных сдвижений ψ целесообразно 

начать с анализа фактических их величин в рамках первой из 
вышеперечисленных геомеханических ситуаций. Для этого 
на шахтных полях рудников ВКМКМС были отобраны семь 
локальных участков, над которыми с момента, близкого к 
началу отработки запасов, проводились систематические ин-
струментальные наблюдения за процессом сдвижения зем-
ной поверхности.

Определение величин углов полных сдвижений ψi на раз-
личные даты инструментальных наблюдений производилось 
из зависимости

 ,  (1)

где Hi – глубина разработки, соответствующая среднему рас-
стоянию от земной поверхности до почвы нижнего отрабаты-
ваемого пласта на рассматриваемом участке шахтного поля, 
м; zti – абсцисса границы плоского дна мульды на рассматри-
ваемую дату наблюдений с началом отсчета от границы гор-
ных работ, пересекаемой профильной линией, м.

При определении абсциссы zti высокую значимость имеет 
правильный выбор критериев границы плоского дна мульды. 
В соответствии с работой [20] в качестве основного критерия 
принята величина наклона i = 0,15 · 10-3, учитываемая в «об-
ласти максимальных оседаний».

В случаях, когда профильная линия пересекала постоян-
ную границу выработанного пространства в направлении, 
неблизком к ортогональному, рассматривалась проекция ее 
реперов на вертикальный разрез, проходящий перпендику-
лярно к рассматриваемой границе.

Произведенные вычисления показали выраженное посто-
янство во времени численных значений углов ψi на каждой 
из рассмотренных наблюдательных станций. Для наглядно-
го отображения сказанного на рисунке 2 (см. цв. вклейку на 
стр. 58) целесообразно привести один из рассмотренных раз-
резов сдвижений и деформаций за период с 1976 по 1985 год.

Принимая во внимание выделенную на рисунке 2 об-
ласть фактических величин наклонов, соответствующих 
критерию i = 0,15 · 10-3, справедливо отметить близость вы-
численных углов ψi, что в рассматриваемом случае опреде-
ляет целесообразность нахождения среднего значения угла 
полных сдвижений ψср.. Аналогичный подход к определе-
нию величины ψср. справедлив и для остальных наблюда-
тельных станций. 

Для первичного анализа вычисленных величин углов 
полных сдвижений ψср. информацию о них целесообразно 
дополнить численными показателями основных возможных 
влияющих факторов. 

Опираясь на ранее изложенное обоснование выбора 
основных наиболее значимых факторов применительно 
к исследованию величин граничных углов [21], а также 
учитывая вышеупомянутое постоянство значений ψi, сви-
детельствующее о потенциальном влиянии на их формиро-
вание факторов, несклонных к значительным изменениям 
во времени, для настоящего исследования определены ак-
туальные параметры: 

– количество отрабатываемых пластов;
– расчетные значения максимальных оседаний ηm;
– степени нагружения оставляемых целиков С;
– средние углы залегания отработанных пластов α;

– средние глубины разработки Hкр.ср. до кровли верхнего 
отрабатываемого пласта;

– суммарные мощности слоев (более 5 м) слабых ∑mсп. 
(наносы, глины в ТКТ и ПЦТ) и крепких ∑mкп. (f от 5 до 8) 
пород в разрезе надсолевой толщи. 

Полученный массив данных представлен в таблице.

Таблица / Table 
Сводная таблица средних значений углов  

полных сдвижений ψср. 
и величин основных влияющих факторов
Summary table of average values of angles  

of total displacements ψ
ср. 

and the values of the main influencing factors taken into account

Номер 
участка

Пласт
Hкр.ср.,  

м
С

∑ηm, 
м

α, º ∑mсп. ∑m кп. ψср., º

1
АБ 354 0,37

2,97 0,1 14,8 0,0 57,8
Кр. II 360 0,62

2
АБ 284 0,25

2,46 0,6 9,5 23,3 55,7
Кр. II 290 0,52

3
АБ 317 0,30

1,77 0,1 0,0 0,0 45,0
Кр. II 325 0,30

4
АБ 332 0,35

1,97 0,7 12,5 0,0 47,7
Кр. II 340 0,33

5
АБ 359 0,29

0,77 1,1 5,0 0,0 56,2
Кр. II 365 0,53

6 Кр. II 365 0,76 2,37 0,5 13,0 0,0 63,5

7 Кр. II 390 0,73 2,73 0,1 8,9 0,0 63,5

Из таблицы 1 видно, что вычисленные углы ψср. имеют 
разброс от 45º до 63,5º, среднее их значение составляет ψср. = 
55,4 º, что близко к величине 55º, регламентируемой различ-
ными версиями «Указаний». Относительные ошибки откло-
нения величин ψср. от ψср.  равны εср. = 10,7 %, εмакс. = 22,8 %. 
Опираясь на данные таблицы 1, нельзя отметить наличия ка-
кой-либо выраженной взаимосвязи величин углов ψср. с фак-
торами Hкр. ∑ηm, α, ∑mсп., ∑mкп., что отчасти может объяснять-
ся малой размерностью сформированного массива данных. 
Прямая оценка влияния степени нагружения оставленных 
междукамерных целиков С осложнена различными значе-
ниями рассматриваемого показателя на отрабатываемых 
пластах. Для решения этой проблемы параметр C уместно 
рассмотреть как один из основных факторов, определяю-
щих интенсивность разрушения геомеханической системы и 
формирующих скорость развития процесса сдвижения ή над 
рассматриваемым участком отработки запасов. С учетом из-
ложенного для анализируемых профильных линий на рисун-
ке 3 (см. цв. вклейку на стр. 58) отразим скорости развития 
процесса сдвижения по данным первого из реперов, попада-
ющих в границу плоского дна мульды.

Анализируя рисунок 3, можно заметить, что участки 
шахтных полей с наибольшими величинами рассчитанных 
углов полных сдвижений ψср. характеризуются высокими 
скоростями оседаний ή и наличием активной стадии пога-
шения пустот выработанного пространства в первые 5 лет с 
момента начала отработки запасов. Наименьшие величины 
углов ψср. характеризуются планомерным развитием про-
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цесса сдвижения без наличия активной стадии. Описанное 
свидетельствует о потенциальной возможности установле-
ния зависимости углов полных сдвижений ψ от наибольших 
показателей степени нагружения Сm среди пластов в анали-
зируемых зонах. Поиск такой зависимости наиболее удобно 
выполнить на основе корреляционного поля показателей ψср. 
и Сm, которое отражено на рисунке 4.

Рис. 4. Корреляционное поле показателей ψср. и Сm /
Fig. 4. Correlation field of the indicators ψср. and Сm

Из рисунка 4 видно, что полученная зависимость углов 
полных сдвижений при Сm ∈ [0,30; 0,75] соответствует вы-
ражению ψ = 41,8 Сm + 32,6, которое характеризуется высо-
ким коэффициентом детерминации R2 = 0,98. Относительные 
ошибки отклонения фактических величин ψср. от расчетных 
значений ψрасч. составляют εср. = 1,5 %, εмакс. = 2,6 %. Сказанное 
позволяет считать полученную зависимость приемлемой для 
практического использования в границах обозначенного ин-
тервала, однако, принимая во внимание малую размерность 
исходного массива данных, формируется необходимость в 
последующих ее корректировках с учетом получения новых 
результатов инструментальных наблюдений над участками 
отработки запасов, соответствующих рассматриваемым ус-
ловиям. 

Для степеней нагружения, соответствующих условиям  
Сm <0,30 и Сm >0,75, вследствие недостатка имеющихся дан-
ных уместно временно ограничиться фиксированными зна-
чениями углов полных сдвижений ψ = 45º и ψ = 64º соответ-
ственно. Обозначенные величины нуждаются в уточнении 
после накопления необходимых данных.

Опираясь на вышеизложенное, можно скорректировать 
коэффициент χ, характеризующий условие полной подработ-
ки:

– χ >2 ctg 45º = 2,00 (при Сm <0,30);
– χ ≥2 ctg (41,8 Сm + 32,6) (при 0,30 ≤ Сm ≤ 0,75);
– χ >2 ctg 64º = 0,97 (при Сm >0,75).
Исследование второй из вышеперечисленных геомеха-

нических ситуаций целесообразно начать с формирования 
представлений о механизме удлинения полумульды сдвиже-
ния за счет влияния зон, смежных с граничными. Сделать это 
наиболее удобно на примере рассмотрения простого случая, 
когда размеры геомеханически однородных зон или отдель-
ной зоны, следующей за граничной, достаточны для мини-
мизации стороннего влияния отработки на видимую границу 
плоского дна мульды. 

Результирующую полумульду сдвижения в этом случае 
удобно представить в виде двух составляющих:

– общая мульда сдвижения, образованная от минималь-
ного среди достигнутых оседаний ηmin 1-2 над центральными 
частями рассматриваемых зон;

– дополнительная мульда сдвижения, образованная от 

разности достигнутых оседаний ∆η2-1 над центральными ча-
стями рассматриваемых зон.

Непрерывное суммирование парных значений оседаний, 
устанавливаемых по каждой из двух обозначенных составля-
ющих мульд в точках пересечения их линией, параллельной 
оси абсцисс, позволяет получить геометрию результирую-
щей полумульды сдвижения. Наглядное представление изло-
женного отражено на рисунке 5 (см. цв. вклейку на стр. 59).

Из рисунка 5 видно, что удлинение полумульды сдвиже-
ния происходит вследствие наличия разности оседаний ∆η2-

1 и формируемого влияния от этой величины. При обосно-
вании уменьшения углов полных сдвижений ψ' вследствие 
удлинения полумульды сдвижения особую важность имеют 
вспомогательные углы ψ2, представляющие собой внутрен-
ние относительно рассматриваемого участка выработанного 
пространства углы, образованные плоскостью пласта и ли-
нией, проведенной от границы смежных участков, различаю-
щихся по геомеханическим параметрам отработки запасов до 
видимой границы плоского дна мульды сдвижения. 

Взаимосвязь углов ψ' и ψ2 может быть охарактеризована 
простой зависимостью:

 (2)

где Hгр. и Hс.гр. – глубины разработки, соответствующие сред-
нему расстоянию от земной поверхности до почвы нижне-
го отрабатываемого пласта, над граничной зоной и смеж-
ным участком отработки запасов до границы плоского дна 
мульды, м; Dгр.з. – размеры граничной зоны в направлении, 
ортогональном к рассматриваемой постоянной границе вы-
работанного пространства (обычно около 200 м), м; ψ2 – 
вспомогательные углы, º.

Нижняя и верхняя предельные величины угла ψ2, исполь-
зованные в зависимости 2, нуждаются в последующем пере-
смотре и приняты первично на основании нижеприведенных 
рассуждений.

Представим, что параметры отработки в 1-й зоне обеспе-
чивают настолько высокую устойчивость геомеханической 
системы, что достигнутые оседания над упомянутой зоной 
достаточно длительное время сохраняются на уровне, близ-
ком к нулю. Тогда при условии η2i >> η1i граница между 1-й и 
2-й зонами по свойствам будет приближена к постоянной, и 
краевая часть мульды будет формироваться от зоны 2, то есть 
сместится по направлению от постоянной границы вырабо-
танного пространства в сторону подрабатываемого массива. 
В описанном случае численному значению нижнего предела 
угла ψ2 будет близко соответствовать ранее определенная ве-
личина угла полных сдвижений ψ.

Учитывая, что в рассматриваемой ситуации достигнутые 
над 1-й и 2-й зонами оседания должны соответствовать усло-
вию η2i >η1i, а также принимая во внимание то, что граница 
плоского дна мульды не может располагаться над зоной 1, 
характеризуемой меньшими величинами достигнутых оседа-
ний, угол ψ2 не может превышать значения 90º, которое и яв-
ляется его предполагаемой верхней предельной величиной.

Дальнейшее исследование будет сводиться к установле-
нию зависимости вспомогательных углов ψ2 от возможных 
влияющих факторов, среди которых в первую очередь при-
нята во внимание степень нагружения оставляемых между-
камерных целиков С смежных зон. Рассуждая в направлении 
возможного влияния упомянутого показателя С, справедливо 
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отметить, что в рассматриваемой ситуации важны не столько 
абсолютные его значения в каждой отдельной зоне, сколько 
разность ∆С в смежных зонах, характеризующая различия в 
интенсивности протекания процесса сдвижения над анали-
зируемыми участками шахтных полей. Учитывая смысловую 
нагрузку формирования граничной зоны (зоны смягчения), 
уместно сделать вывод о потенциально невысоких значениях 
∆С. Так, например, согласно требованиям нормативных до-
кументов [8, 22], в различных горно-геологических условиях 
отработки запасов допустимые величины степени нагруже-
ния [С] в граничной зоне (зоне смягчения) варьируются от 
0,30 до 0,40, а в смежной с ней зоне могут составлять от 0,30 
до 0,50. Учитывая, что С → [С], тогда разность ∆С ∈ [0; 0,2]. 
Полученный диапазон возможных значений ∆С имеет высо-
кую распространенность на практике, при этом на некото-
рых ранее отработанных участках шахтных полей рудников, 
особенно с применением податливых целиков в непосред-
ственной близости от постоянной границы выработанного 
пространства, могут встречаться и гораздо большие разности 
∆С. Последние нуждаются в анализе для выявления возмож-
ного влияния на формирование величин углов ψ2. 

Реализацию вышеизложенного целесообразно начать с 
вычисления углов ψ2 на различные даты инструментальных 
наблюдений. В рамках рассматриваемого случая с целью 
некоторого расширения исходного массива данных умест-
но также принять во внимание и наблюдения по отдельным 
участкам профильных линий над смежными зонами отработ-
ки запасов, не имеющих непосредственного примыкания к 
постоянной границе выработанного пространства, при ус-
ловии наличия над одной из зон выраженного плоского дна. 
Учитывая сказанное, на шахтных полях рудников ВКМКМС 
были отобраны 7 подходящих локальных участков над кото-
рыми с момента, близкого к началу отработки запасов, про-
водились систематические инструментальные наблюдения за 
процессом сдвижения земной поверхности. 

Определение фактических величин углов ψ2i на различ-
ные даты инструментальных наблюдений производилось из 
зависимости, аналогичной выражению 1:

 , (3)

где Hi – глубина разработки, соответствующая среднему рас-
стоянию от земной поверхности до почвы нижнего отраба-
тываемого пласта на участке шахтного поля от границы зон 
с различными параметрами отработки запасов до границы 
плоского дна мульды, м; zsti – абсцисса границы плоского дна 
мульды на рассматриваемую дату наблюдений с началом от-
счета от точки между граничной и смежной с ней зонами.

Произведенные расчеты показали выраженную тенден-
цию к изменению величин углов ψ2i на различные даты ин-
струментальных наблюдений. В такой ситуации прямая оцен-
ка влияния расчетной разности степеней нагружения ∆Сm не 
уместна, следовательно, необходимо использование другого 
подхода, позволяющего установить возможное влияние рас-
сматриваемого показателя. Например, уместно сопоставить 
отдельные группы пар значений углов ψ2i (соответствующие 
различным величинам разности степеней нагружения ∆Сm) 
и какого-либо высоко коррелируемого с ними фактора. В ка-
честве последнего выделяется отношение оседаний η1i / η2i, 
достигнутых над рассматриваемыми смежными зонами на 
различные даты инструментальных наблюдений. Корреля-

ционное поле вычисленных значений ψ2i и η1i / η2i с цвето-
вым обозначением отдельных групп, соответствующих раз-
личным величинам ∆Сm, представлено на рисунке 6 (см. цв. 
вклейку на стр. 59).

Анализируя рисунок 6, справедливо отметить выра-
женную нелинейную сгруппированность данных, при этом 
отдельные группы значений углов ψ2i (соответствующие 
различным величинам ∆Сm) выраженно не выделяются из 
общей тенденции распределения, что свидетельствует о 
малой значимости показателя ∆Сm для формирования вели-
чин углов ψ2i. Оценивая полученное корреляционное поле в 
целом, можно заметить, что наиболее значимые изменения 
углов ψ2i прослеживаются на интервале η1i / η2i ∈ [0,2; 0,6], а 
на остальной части оси абсцисс углы ψ2i изменяются незна-
чительно. 

В рассматриваемом случае в качестве аппроксимирую-
щей функции для переменной величины ψ2 хорошо проходит 
функция арктангенса, представленная ниже:

 ,  (4)

где η1i и η2i – оседания над рассматриваемыми смежными 
зонами, достигнутые на различные даты инструментальных 
наблюдений, мм.

Выражение 4 характеризуется высоким коэффициентом 
детерминации R2 = 0,91. Относительные ошибки отклонения 
фактических величин ψ2i. от расчетных значений ψ2 составля-
ют εср. = 3,1 %, εмакс. = 9,1 %. В рассматриваемом случае значе-
ния углов ψ2 наименее достоверны в области экстраполяции 
аппроксимирующей функции, то есть на интервале оси абс-
цисс η1i / η2i >0,75. Учитывая, что в границах упомянутого ин-
тервала изменение величин ψ2 малозначительно (составляет 
1,6º) и является отображением общей тенденции распределе-
ния анализируемых углов, справедливо считать полученную 
зависимость 4 приемлемой для дальнейшего использования.

Принимая во внимание то, что наименьшая расчетная 
величина угла ψ2 из зависимости 4 равна 45º и должна со-
ответствовать ранее определенной в выражении 2 области 
допустимых значений ψ2 ∈ [ψ; 90º], можно сделать дополни-
тельный вывод о правильности выбора наименьшего значе-
ния угла полных сдвижений ψ = 45º в условиях однородности 
строения геомеханической системы.

Далее, подставляя зависимость 4 в выражение 2 и заме-
няя обозначения отдельных переменных, получим

  (5)

где Hгр. и Hс.гр. – глубины разработки, соответствующие сред-
нему расстоянию от земной поверхности до почвы нижнего 
отрабатываемого пласта соответственно над граничной зо-
ной и над смежным участком отработки запасов до границы 
плоского дна мульды, м; Dгр.з. – размеры граничной зоны в 
направлении, ортогональном к рассматриваемой постоянной 
границе выработанного пространства (обычно около 200 м), 
м; ηгр.i и ηс.гр.i – достигнутые или прогнозные величины оседа-
ний соответственно над граничной и смежной с ней зонами, 
м; ψгр.з. – значения углов полных сдвижений для граничной 
зоны, определенных с применением условий однородного 
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строения геомеханической системы на основании макси-
мального показателя степени нагружения Сm междукамер-
ных целиков.

Очевидно, что величины углов ψ', полученные из зависи-
мости 5, не могут быть больше значений углов ψгр.з.. В случае 
если ψ' ≥ψгр.з., анализируемую геомеханическую систему из 
совокупности зон можно условно считать однородной и в ка-
честве угла полных сдвижений использовать величину ψгр.з..

При использовании выражения 5 важно учитывать, что 
получено оно на основании рассмотрения наиболее просто-
го случая, когда размеры геомеханически однородных зон 
или отдельной зоны, следующих/следующей за граничной, 
достаточны для минимизации стороннего влияния отработ-
ки на видимую границу плоского дна мульды. Дальнейшее 
усложнение полученного выражения 5 путем учета ряда 
различных комбинаций геомеханических зон, следующих за 
граничной, нецелесообразно. Объясняется это прежде всего 
ограниченными потенциальными возможностями применя-
емой методики. Одним из наиболее простых способов, по-
зволяющих учесть выраженную неоднородность строения 
геомеханической системы в совокупности зон, следующих 
за граничной, является усреднение параметров отработки за-
пасов на участке, протяженностью Hс.гр. ∙ ctg 45º = Hс.гр..

Обоснование величин углов максимальных оседаний
Исследование углов максимальных оседаний θ целесоо-

бразно начать с косвенного установления ранее используе-
мых на практике их величин, поскольку в нормативной доку-
ментации [8, 22] нет прямых данных по этому вопросу.

Расчет длины полумульды сдвижения в условиях наполь-
ной подработки, согласно [8, 22], выполняется из зависимости:

 , (6)

где H – глубина до почвы нижнего отрабатываемого пласта 
на рассматриваемом участке, м;  δ0 – величина граничного 
угла, º; ψ0 – величина угла полных сдвижений в условиях не-
полной подработки, º; D – ширина выработанного простран-
ства, м.

Аналогичный расчет длины полумульды сдвижения с ис-
пользованием угла θ вместо ψ0 может быть представлен за-
висимостью

 , (7)

где D – ширина выработанного пространства, м; H – глу-
бина до почвы нижнего отрабатываемого пласта на рассма-
триваемом участке, м; δ0 – величина граничного угла, º; θ – 
величина угла максимальных оседаний, º.

Значения угла θ >90º в выражении 7 свидетельствуют о 
смещении границы дна мульды относительно центра рассма-
триваемого участка отработки шириной D в сторону удале-
ния от постоянной границы, а значения θ <90º, наоборот, – о 
смещении границы дна в сторону приближения к постоянной 
границе.

Соответствие выражений 6 и 7 будет наблюдаться лишь 
в случае, когда ctg θ = 0, то есть при θ = 90º. Таким обра-
зом, можно утверждать, что в настоящее время расчет длины 
полумульды сдвижения L в условиях неполной подработки 
базируется на величине угла максимальных оседаний θ, рав-
ном 90º. 

Нет основания предполагать, что значение угла θ будет 
значительно отличаться от вышеопределенной величины 90º 
в наиболее простом случае, когда геомеханически однород-
ный участок неполной подработки характеризуется полого-
стью, равными глубинами залегания свиты промышленных 
пластов и располагается между двумя постоянными грани-
цами выработанного пространства. Объясняется сказанное 
прежде всего тем, что место локализации наиболее высокого 
горного давления и, как следствие, более интенсивного пога-
шения пустот выработанного пространства будет приходить-
ся на центральную часть упомянутого участка отработки 
запасов.

Вышеописанное нельзя считать справедливым для ряда 
реальных условий. Так, например, при выраженной неод-
нородности строения геомеханической системы и/или на-
личии влияния со стороны смежной отработки, а также при 
возможном присутствии участков локального повышения 
горного давления и/или снижения несущей способности 
междукамерных целиков, местоположение области наибо-
лее интенсивного разрушения сформированной геомехани-
ческой системы может не совпадать с центральной частью 
анализируемой площади неполной подработки. Описанное в 
сочетании с относительно низкой интенсивностью развития 
процесса сдвижения, характерной для большинства отрабо-
танных на ВКМКМС площадей, способствует формирова-
нию предпосылок для отклонения значений угла θ от 90º.

Проверку вышеизложенного целесообразно выполнить 
на основании анализа фактических величин углов макси-
мальных оседаний θ в условиях отработки запасов рассма-
триваемого месторождения. Для этого на шахтных полях 
рудников ВКМКМС отобраны 7 локальных участков непол-
ной подработки, над которыми велись систематические ин-
струментальные наблюдения за сдвижением земной поверх-
ности с момента, близкого к началу отработки запасов. 

Определение фактических величин углов θ на различные 
даты инструментальных наблюдений производилось из зави-
симости

 , (8)

где Hi – глубина разработки в центральной части анализиру-
емого локального участка отработки запасов, соответствую-
щая расстоянию от земной поверхности до почвы нижнего 
отрабатываемого пласта, м; z(ηm)i – абсцисса точки макси-
мального оседания ηm, определяемая по сглаженной кривой 
на рассматриваемую дату наблюдения с началом отсчета от 
центральной части анализируемого участка отработки запа-
сов, м.

Выполненные расчеты показали выраженное постоян-
ство во времени фактических углов θi на каждой из рассмо-
тренных наблюдательных станций, что является основанием 
для возможности определения обобщенных их значений θср. 
над анализируемыми участками отработки запасов. Величи-
ны углов θср. лежат в диапазоне от 94,5º до 97,7º, а их сред-
нее  θср. составляет 95,6º. Относительные ошибки отклоне-
ния величин θср. от  θср. достаточно малы и равны εср. = 1,0 %, 
εмакс. = 2,1 %.

Поиск факторов, способствующих отклонениям факти-
ческих местоположений точек максимальных достигнутых 
оседаний от центральных частей рассмотренных участков, 
не привел к получению однозначных результатов. В каждом 
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конкретном из рассмотренных случаев наиболее вероятными 
причинами упомянутых отклонений выступали различные об-
стоятельства, среди которых можно выделить такие, как не-
однородность геомеханической системы, различия в сроках 
отработки запасов и закладки выработанного пространства на 
рассматриваемом и смежных участках отработки, а также на-
личие локальных областей наибольших глубин. Граница дна 
мульды сдвижения во всех рассмотренных случаях смещалась 
в сторону локализации вышеупомянутых факторов. Опира-
ясь на изложенное и принимая во внимание незначительный 
разброс величин вычисленных углов θср., а также малость ис-
ходного массива данных, можно сделать вывод о том, что в 
сложившейся ситуации установление степени влияния каж-
дого отдельного из обозначенных факторов неуместно. Для 
практического использования при наличии факторов, потен-
циально способствующих отклонению границы дна мульды 
сдвижения, наиболее целесообразно ограничиться вышепри-
веденным средним значением угла θ, равным 95,6º.

Выводы
1. Величины углов полных сдвижений ψ на ВМКМС в ус-

ловиях однородного строения геомеханической системы не 
склонны к выраженным изменениям во времени, при этом 
их численные значения имеют тесную взаимосвязь со скоро-
стями оседаний подрабатываемого массива горных пород ή в 
начальный период времени (особо значимы первые пять лет 
с момента отработки запасов). Учитывая, что упомянутые 
скорости ή в обозначенный интервал времени характеризует-
ся выраженной взаимосвязью с рассчитываемыми степенями 
нагружения С оставляемых междукамерных целиков, пока-
затель С можно использовать в качестве основы для оценки 
величин углов ψ. 

Выполненные исследования позволили установить пред-
ставленную ниже зависимость:

где Сm – наибольшее значение степени нагружения Сm среди 
отработанных пластов на рассматриваемом участке шахтно-
го поля.

Из приведенной зависимости видно, что значения углов 
ψ могут отличаться до 10º от используемой в настоящее вре-
мя на практике фиксированной величины 55º, что является 
довольно существенным обстоятельством при определении 
длины полумульды сдвижения L.

Полученная зависимость нуждается в последующих кор-
ректировках после накопления новых данных результатов 
инструментальных наблюдений над участками отработки за-
пасов, однородных по строению геомеханической системы.

Отдельно важно выделить случай, когда над каким-ли-
бо анализируемым участком отработки запасов произошла 
внезапная значительная активизация процесса сдвижения 
(например, в случае массового обрушения междупластья). В 
этой ситуации ранее определенные углы полных сдвижений 
ψ нуждаются в пересмотре в соответствии с вновь устано-
вившимися скоростями оседаний и степенями нагружения 
междукамерных целиков.

2. Опираясь на вышеизложенные результаты исследова-
ния, уместно дополнительно уточнить коэффициент χ, харак-
теризующий условие полной подработки:

– χ >2,00 при Сm <0,30;
– χ ≥2 ctg (41,8 Сm + 32,6) при 0,30 ≤ Сm ≤ 0,75;
– χ >0,97 при Сm >0,75.
Использование полученных результатов исследования 

позволило существенно расширить диапазон условий, при 
которых наблюдается полная подработка земной поверхно-
сти. Об этом свидетельствуют значимые отличия (до 0,6) рас-
считанных предельных коэффициентов χ от применяемого в 
настоящее время значения 1,4.

3. В условиях, когда граничные зоны или зоны смягчения 
характеризуются более поздними сроками отработки запа-
сов, и/или меньшими расчетными значениями показателей 
степени нагружения оставляемых междукамерных целиков 
C, и/или меньшими суммарными максимальными оседани-
ями ∑ηm относительно остальной совокупности смежных 
с ними зон, возможно некоторое удлинение полумульды 
сдвижения, вызванное уменьшением видимых углов полных 
сдвижений. Последние в контексте рассматриваемой ситуа-
ции удобно обозначить как ψ'. 

Выполненные исследования позволили установить зави-
симость для определения углов ψ'

где Hгр. и Hс.гр. – глубины разработки, соответствующие сред-
нему расстоянию от земной поверхности до почвы нижнего 
отрабатываемого пласта, соответственно над граничной зо-
ной и над смежным участком отработки запасов до границы 
плоского дна мульды, м; Dгр.з. – размеры граничной зоны в 
направлении, ортогональном к рассматриваемой постоянной 
границе выработанного пространства (обычно около 200 м), 
м; ηгр.i и ηс.гр.i – достигнутые или прогнозные величины оседа-
ний соответственно над граничной и смежной с ней зонами, 
м; ψгр.з. – значения углов полных сдвижений для граничной 
зоны, определенных с применением условий однородного 
строения геомеханической системы на основании макси-
мального показателя степени нагружения Сm междукамер-
ных целиков.

При ψ' ≥ψгр.з. анализируемую геомеханическую систему 
из совокупности зон можно условно считать однородной и 
в качестве угла полных сдвижений использовать величину 
ψгр.з..

Одним из наиболее простых способов, позволяющих 
учесть выраженную неоднородность строения геомеханиче-
ской системы в совокупности зон, следующих за граничной, 
является усреднение параметров отработки запасов на участ-
ке, протяженностью Hс.гр. ∙ ctg 45º = Hс.гр..

4. Расчет длины полумульды сдвижения L в условиях не-
полной подработки наиболее целесообразно выполнять на 
основании зависимости, базирующейся на использовании 
угла максимальных оседаний θ:

,

где D – ширина выработанного пространства, м; H – глубина 
до почвы нижнего отрабатываемого пласта на рассматривае-
мом участке, м; δ0 – величина граничного угла, º, θ – величи-
на угла максимальных оседаний, º.

При выраженной однородности строения геомеханиче-
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ской системы, относительной близости сроков отработки 
запасов и закладки выработанного пространства в совокуп-
ности зон, слагающих рассматриваемый участок, а также 
при отсутствии значительных перепадов глубин разработ-
ки, в качестве угла θ уместно использовать величину 90º. В 
остальных случаях целесообразно ограничиться значением 
θ = 95,6º, учитывая при этом, что отклонение границы дна 
мульды будет тяготеть по направлению воздействия факто-
ров (одна из смежных зон с сравнительно более высокими 
фактическими или прогнозными скоростями оседаний, об-
ласть повышения горного давления, обусловленная выра-
женным ростом глубин разработки и пр.), способствующих 
локальному увеличению интенсивности развития процесса 
сдвижения. Разница между значениями угла θ, определен-
ным в ходе выполненного исследования (95,6º) и косвенно 

используемым в настоящее время на практике (90º), состав-
ляет 5,6º, что является значимым обстоятельством при расче-
тах длины полумульды сдвижения L.

Полученное значение угла θ = 95,6º нуждается в после-
дующих корректировках с учетом накопления новых данных 
инструментальных наблюдений над участками отработки за-
пасов, соответствующих рассматриваемым условиям.

5. Учитывая, что длина полумульды сдвижения склонна 
к изменению во времени, с целью развития полного пони-
мания о характере деформирования краевой части мульды 
сдвижения особый интерес представляет вопрос исследова-
ния характера изменений во времени распределений отно-
сительных оседаний, наклонов и кривизны. Решение обо-
значенного вопроса можно отнести к последующим целям 
исследования.
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