
GEOTECHNOLOGY, MINING MACHINES

21Mine Surveying and Subsurface Use Vol. 25, № 5, September-–October 2025

ОРИГИНАЛЬНАЯ СТАТЬЯ   ORIGINAL ARTICLE
УДК 622.272: 622.83 UDC 622.272: 622.83
https://doi.org/10.56195/20793332-2025-25-4-21-25

Осесимметричная задача сдвижения массива 
линейно-деформируемых горных пород  

при подземной отработке

А. А. Григорьев*, А. М. Григорьев, А. В. Зинченко, К. Б. Пономаренко
ОАО «ВИОГЕМ», лаборатория горного давления и сдвижения горных пород, г. Белгород, 

Российская Федерация
* grand_982@mail.ru

Аннотация: Для прогнозной оценки последствий ведения подземных горных работ рассмотрены два варианта матема-
тических моделей сдвижения горных пород в осесимметричной постановке. Для однородного изотропного линейно-дефор-
мируемого массива интегральным преобразованием Ханкеля получены решения. На приведенных примерах показаны воз-
можности моделирования: какие результаты могут быть получены и в какой форме они представлены. Показано изменение 
мульды оседания при развитии горных работ. Построены графики применяемых для контроля сдвижения оседаний, горизон-
тальных смещений и деформаций. Выполнена оценка влияния на результаты расчета изменения механических характеристик 
(коэффициента поперечного расширения) массива. Результаты исследований могут быть полезными при оценке вредного 
воздействия горных работ на наземные сооружения и природные объекты.
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Abstract: Two variants of mathematical models of rock displacement in an axisymmetric formulation are considered for the 
forecast assessment of the consequences of underground mining. For a homogeneous, isotropic, linearly deformable array, their solu-
tions are obtained by the integral Hankel transformation. The given examples show the possibilities of modeling, what results can be 
obtained and in what form they are presented. The change of the subsidence trough during the development of mining operations is 
shown. Graphs of subsidence, horizontal displacements, and deformations used for the control of rock displacement are constructed. 
The effect of changes in the mechanical characteristics (coefficient of lateral expansion) of the array on the calculation results has been 
assessed. The research results may be useful in assessing the harmful impact of mining operations on surface structures and natural 
objects.
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Введение

Проведение горных работ вызывает деформацию распо-
ложенных на подрабатываемых территориях зданий, 
сооружений и природных объектов, оказывая на них 

различное неблагоприятное воздействие. В зависимости от 
горно-геологических, горнотехнических условий эти дефор-
мации находятся в пределах от едва улавливаемых высоко-
точными инструментальными наблюдениями до вызывающих 
образования на земной поверхности видимых трещин и даже 
провалов (рис. 1). 

Поэтому нахождение параметров сдвижения и совершен-
ствование методов их прогноза является актуальной научной 
и практической задачей. 

Рис. 1. Возможные последствия ведения подземных горных работ
(фото из открытых источников) /

Fig. 1. Possible consequences of underground mining operations
(photo from open sources)

Для ее решения в работах отечественных [1–5] и зару-
бежных [6–10] авторов использованы разные подходы, в том 
числе аналитические методы механики сплошных сред. В 
современных нормативных документах1, 2, 3 также предус-

1 СНиП II-8-78. Здания и сооружения на подрабатываемых тер-
риториях. URL: https://docs.cntd.ru/document/471806280.

2 СНиП II-8-78. Инструкция по наблюдениям за сдвижением 
горных пород и земной поверхности при подземной разработке руд-
ных месторождений. URL: https://docs.cntd.ru/document/1200029888.

3 СНиП II-8-78. Временные правила охраны сооружений и при-
родных объектов от вредного влияния подземных горных разрабо-
ток месторождений руд цветных металлов с неизученным процес-
сом сдвижения горных пород. URL: https://www.normacs.ru/Doclist/
doc/11FRQ.html.

матривается предварительный (до проведения инструмен-
тальных наблюдений) прогноз величин деформаций земной 
поверхности первоначально с использованием модели ли-
нейно-упругого поведения. 

В связи с этим рассмотрение возможных подходов к мо-
делированию сдвижения массива горных пород при наибо-
лее общих предположениях представляет научную и практи-
ческую значимость. 

Цель исследований: оценка параметров сдвижения (осе-
даний, горизонтальных смещений и деформаций) и их разви-
тие при ведении горных работ или водопонижении.

Методы исследований. Аналитические методы механи-
ки деформируемого твердого тела.

Результаты исследований
В работах [11, 12] были рассмотрены задачи в плоской 

и пространственной постановке. Рассмотрим осесимме-
тричную задачу, решение которой может быть полезно 
при отработке изометрических в плане залежей или в 
большей степени при снижении напоров в пласте при его 
осушении.

Постановка и решение задач
В массиве однородных и изотропных линейно-деформи-

руемых горных пород на глубине H в результате проведения 
очистных работ создано выработанное пространство, имею-
щее в плане вид круга радиусом R и эффективной вынимае-
мой мощностью m (рис. 2). Требуется определить сдвижение 
налегающей толщи пород, то есть компоненты дополни-
тельных перемещений подработанной толщи горных пород 
(перекрывающего слоя) вследствие создания выработанного 
пространства.

Рис. 2. Расчетная схема / 
Fig. 2. Calculation scheme

Для решения поставленной задачи запишем уравнения 
равновесия в перемещениях (уравнения Ламе)

, (1)

, (2)

где – оператор Лапласа;

– объемная деформация;

ν – коэффициент Пуассона пород слоя.
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На контакте перекрывающей толщи с пластом (нижней 
границе слоя) граничные условия задаются в виде: 

– экспериментально измеренного распределения оседа-
ний кровли пласта 

w = m(r) при z = H, 0 ≤ r <∞, (3)

которые для предварительного прогноза принимаются в 
виде

; (4)

– условия полного сцепления пород перекрывающей тол-
щи с породами пласта (вариант 1)

u(r) = 0 при z = H, 0 ≤ r <∞,  (5)

или, наоборот, их свободного проскальзывания (вариант 2) 

τrz(r,z) = 0 при z = H, 0 ≤ r <∞. (6)

Граничные условия на земной поверхности (верхней гра-
нице слоя) сводятся к отсутствию на ней нормальных и каса-
тельных напряжений, то есть

(7)

Таким образом, получаем смешанную задачу теории 
упругости для бесконечного (в горизонтальном направле-
нии) слоя мощностью H.

Если ввести функцию напряжений Ф(r,z), через которую 
перемещения выражаются соотношениями 

, (8)

, (9)

то задача сводится к решению бигармонического уравнения 
в цилиндрических координатах 

, (10)

которое получается при подстановке (8), (9) в уравнение рав-
новесия (2), поскольку уравнение (1) при этом удовлетворят-
ся тождественно.

Для решения задачи использовано интегральное преоб-
разование Ханкеля, которое для функции напряжений Ф(r,z) 
определяется соотношением 

,      0 ≤ ξ < ∞, (11)

где J0(ξr) – функция Бесселя первого рода нулевого поряд-
ка, и обратным преобразованием (формулой обращения 
Ханкеля) 

,      0 ≤ r < ∞. (12)

Выполняя преобразование Ханкеля бигармонического 
уравнения (10) и интегрируя по частям, получим, что транс-
форманта  функции напряжений Ф(r,z) удовлетворяет 
обыкновенному дифференциальному уравнению четвертого 
порядка 

. (13)

Граничные условия (3) – (7) примут вид на верхней гра-
нице слоя при z = 0

, (14)

, (15)

а на нижней границе (при z = H)

, (16)

условие полного сцепления

(17)

или проскальзывания 

. (18)

Таким образом, получаем два варианта краевых задач. 
В случае простейшей формы (4) распределения оседаний 

по почве слоя 

, (19)

и, опуская промежуточные выкладки, решение для полного 
сцепления пород перекрывающей толщи с породами отраба-
тываемого пласта (вариант 1) приводится к виду

. (20)
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Примеры расчетов
Результаты расчетов оседаний земной поверхности η и 

ее радиальных смещений ξ, которые непосредственно из-
меряются при маркшейдерских наблюдениях, показаны на 
рисунках 3 и 4 (см. цв. вклейку на стр. 35), при H = 400 м; 
R = 100, 200, 300, 400 м; ν = 0,25 в долях эффективной мощ-
ности m.

Из особенностей полученных кривых можно отметить, 
что их вид инвариантен относительно масштаба, то есть за-
висит только от соотношения R и H. При проскальзывании 
почвы перекрывающего слоя по кровле отрабатываемого 
пласта (2-й вариант) оседания η и горизонтальные смещения 
ξ не зависят от деформационных свойств налегающей толщи 
(коэффициента поперечного расширения ν).

В случае сцепления (1-й вариант) изменение кривых при 
R = H = 400 показано на рисунке 5 (см. цв. вклейку на стр. 36). 
Также можно отметить, что в случае проскальзывания (2-й ва-
риант) величины смещений больше, чем при сцеплении.

Для оценки интенсивности техногенного воздействия 
горных работ на природные объекты, здания, сооружения 
и объекты инженерной инфраструктуры большое значение 
имеет прогноз горизонтальных деформаций, приведенный 
на рисунке 6 (см. цв. вклейку на стр. 36).  

При оценке сдвижений и деформаций земной поверхно-
сти под влиянием водопонижения и дренажных работ следу-
ет иметь в виду, что процесс водопонижения носит времен-
ной характер, может развиваться на протяжении нескольких 
лет и связан с календарным графиком его проведения. Вели-
чины R при этом достаточно большие. 

Результаты расчетов показаны на рисунках 7 и 8 (см. цв. 
вклейку на стр. 37).

При необходимости могут быть вычислены наклоны и 
кривизна.

Заключение
1. Полученные аналитические решения позволяют оце-

нить параметры сдвижения при осевой симметрии задачи, 
которая выполняется при разработке изометрических в пла-

не залежей или в большей степени при снижении напоров в 
пласте при его осушении.

2. Полученные решения и графики позволяют рассчиты-
вать вертикальные и горизонтальные компоненты смещений 
горных пород и все виды деформаций массива в зоне прогиба 
пород без разрыва сплошности (в «упругой» зоне) и особен-
но удобны, если горные работы проводятся с полной заклад-
кой выработанного пространства, когда зона беспорядочного 
обрушения и зона разломов и крупных трещин, как правило, 
отсутствуют. Входящая в расчетные соотношения величина 
эффективной мощности m определяется свойствами заклад-
ки или пород осушаемого пласта и вычисляется на основе 
экспериментов (например, для условий Яковлевского ГОКа 
m составляет около 5 % выемочной мощности).

3. Для оценки отклонения свойств реального породного
массива от идеализированных свойств, принимаемых при 
расчете, целесообразно использовать интервальные оценки 
для изучения влияния каждого из параметров. 

4. Таким образом, приведенный экспериментально-анали-
тический подход к прогнозу и описанию процесса сдвижения 
позволяет обеспечить геомеханический мониторинг разработ-
ки месторождений: выполнять необходимые вариантные рас-
четы и принимать оптимальные решения по проектированию 
подземных сооружений и ведению горных работ; формулиро-
вать требования к инструментальному контролю и проводить 
обратные расчеты при наличии натурных измерений.

Выводы
1. В статье приведены результаты математического модели-

рования сдвижения при ведении горных работ или водопони-
жении. Полученные соотношения и их графики позволяют про-
гнозировать оседания, горизонтальные смещения, деформации 
и их изменения еще на стадии планирования горных работ. 

2. Результаты исследований могут быть полезными при
проектировании и разработке месторождений для оценки 
вредного воздействия горных работ на наземные сооружения 
и природные объекты и разработке необходимых мер по обе-
спечению их безопасности.

. (21) 

В случае проскальзывания почвы перекрывающего слоя по кровле отрабатываемого пласта решение будет иметь вид 
(вариант 2)

, (22)

. (23)
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