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Резюме. Разработан и представлен алгоритм решения контактных задач механики деформируемого твердого тела с ис-
пользованием технологий глубокого машинного обучения. Метод основан на применении физически информированных ней-
ронных сетей, что позволяет искать решения, непосредственно удовлетворяющие системам дифференциальных уравнений 
равновесия и граничным условиям. Ключевой особенностью предложенного подхода является сведение исходной краевой 
задачи с односторонними контактными ограничениями, выраженными в форме неравенств, к задаче безусловной оптимиза-
ции. Для этого построена специальная функция потерь, которая инкорпорирует условия непроникания и отсутствия адгезии 
в процедуру обучения нейронной сети. Алгоритм продемонстрирован на репрезентативных примерах контакта абсолютно 
твердого штампа с упругими основаниями, моделируемыми балками Бернулли – Эйлера и Тимошенко в одномерной поста-
новке. Показано, что метод эффективно определяет как искомые поля перемещений и давлений, так и неизвестную заранее 
область контакта. Разработанный подход формирует вычислительную основу для создания быстрых суррогатных моделей, 
актуальных для моделирования и оптимизации процессов переработки минерального сырья, таких как дробление и измельче-
ние, в контексте задач энергосбережения и кристаллосбережения.
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Abstract. This paper develops and presents an algorithm for solving contact problems in solid mechanics using deep machine 
learning technologies. The method is based on the application of physically informed neural networks, which enables searching for 
solutions that directly satisfy systems of equilibrium differential equations and boundary conditions. A key feature of the proposed 
approach is the reduction of the original boundary value problem with one-sided contact constraints expressed as inequalities to an 
unconstrained optimization problem. For this purpose, a special loss function is constructed that incorporates the non-penetration and 
non-adhesion conditions into the neural network training procedure. The algorithm is demonstrated using representative examples of 
contact between a perfectly rigid stamp and elastic foundations modeled by Bernoulli-Euler and Timoshenko beams in a one-dimen-
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Введение

Процессы переработки минерального сырья — дро-
бление, измельчение, брикетирование, гранулиро-
вание — в своей основе являются совокупностью 

множества микро- и макроконтактных взаимодействий. 
Механическое разрушение куска породы между щека-
ми дробилки, дробление и истирание материала шарами 
в мельнице, уплотнение концентрата под прессом — это 
классические контактные задачи механики деформируе-
мого твердого тела. Их точное моделирование критически 
важно для оптимизации энергопотребления, прогнозирова-
ния износа оборудования, управления гранулометрическим 
составом продукта и проектирования новых, более эффек-
тивных аппаратов.

Особую актуальность подобные исследования приоб-
ретают в контексте концепции кристаллосбережения при 
дроблении и измельчении. Её цель — минимизировать пере-
измельчение ценных минералов и добиться максимального 
раскрытия сростков при минимальном повреждении кри-
сталлической структуры полезных компонентов. Достиже-
ние этого требует глубокого понимания и точного управле-
ния контактными силами и напряжениями, возникающими в 
куске руды в момент разрушения. 

Традиционные подходы к решению таких задач, включая 
метод конечных элементов (МКЭ), сталкиваются с фунда-
ментальными сложностями: необходимостью отслеживания 
эволюции контактных поверхностей, обработкой условий 
одностороннего контакта (непроникания), высокими вычис-
лительными затратами при моделировании множественных 
актов разрушения. Это делает многовариантные расчеты и 
оперативное прогнозирование в рамках технологических ци-
клов крайне затруднительными.

Технологии глубокого машинного обучения, в частно-
сти, физически информированные нейронные сети (Physics-
Informed Neural Networks, PINN), предлагают новый па-
радигмальный подход. Они позволяют искать решение, 
непосредственно удовлетворяющее системе дифференци-
альных уравнений и краевых условий, включая неравенства, 
в форме единой задачи оптимизации. Это открывает путь к 
созданию быстрых суррогатных моделей сложных контакт-
ных процессов, способных в перспективе прогнозировать не 
только факт разрушения, но и его характер (хрупкий, пла-
стичный, по границам зерен), что напрямую связано с зада-
чами кристаллосбережения.

В данной работе предлагается алгоритм решения стати-
ческих контактных задач на основе методов глубокого обуче-
ния с физическим подкреплением. В качестве фундаменталь-
ной, но репрезентативной модели, рассматривается задача о 
контакте абсолютно твердого штампа (аналог рабочего орга-

sional setting. It is shown that the method effectively determines both the sought-after displacement and pressure fields and the previ-
ously unknown contact region. The developed approach forms a computational basis for the creation of fast surrogate models relevant 
for modeling and optimizing mineral processing processes, such as crushing and grinding, in the context of energy conservation and 
crystal conservation.
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на дробилки, пресса или единичного дробящего тела) с упру-
гой балкой (модель упругого основания, слоя материала или 
деформируемого куска руды). 

Направление исследований - демонстрация принципи-
альной возможности точного учета условий одностороннего 
контакта с помощью специально сконструированной функ-
ции потерь нейронной сети. Разработанный метод будет 
являться основой для последующего масштабирования на 
решение практических задач переработки: моделирования 
напряженного состояния в камере дробления, анализа кон-
тактных давлений в валковом прессе, а также для фундамен-
тального изучения распределения напряжений внутри куска 
с целью оптимизации режимов разрушения в русле кристал-
лосберегающих технологий.

Цель исследований: разработка алгоритма на основе 
физически информированных нейронных сетей (PINN) для 
моделирования контактных взаимодействий в процессах пе-
реработки полезных ископаемых (дробление, измельчение, 
брикетирование) с целью оптимизации энергозатрат и реали-
зации принципов кристаллосбережения

Задачи исследований
Рассматриваются контактные задачи для тонких тел (бал-

ки, пластины), к которым будем применять общий термин 
«основание», и абсолютно твёрдых штампов [1]. 

Задачи рассматриваются в одномерной постановке. Все 
искомые и заданные функции зависят от одной простран-
ственной координаты.

В качестве оснований рассматриваются следующие мате-
матические модели [2].

1. Балка Бернулли-Эйлера (пластина Кирхгофа в плоской 
постановке).

Уравнение равновесия:

   (1)

где w – прогиб балки;
ρ – нормальное давление; 
E – модуль Юнга; 
IZ – момент инерции поперечного сечения; 
l – длина балки. 
Как модуль Юнга, так и момент инерции могут зависеть 

от координаты x: E = E(x), IZ = IZ(x).

Граничные условия соответствуют условиям шарнирного 
опирания:

   (2)

2. Балка Тимошенко (пластина Тимошенко в плоской по-
становке):
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               (3)

где χ(x) – изменение угла поворота нормали к поперечно-
му сечению за счёт сдвиговых деформаций, 

G – модуль сдвига, 
F – площадь поперечного сечения.

Граничные условия соответствуют условиям шарнирного 
опирания:

  (4)

Полагается, что абсолютно твёрдый штамп имеет задан-
ную форму и является либо прямоугольном, либо строго 
гладким и выпуклым в плане, граница которого определяет-
ся заданной функцией f(x). В первом варианте приходим к 
контактным задачам с известной областью контакта, во вто-
ром случае область контакта Ω заранее не известна и должна 
быть найдена в процессе решения контактной задачи [3].

Полагаем, что величина смещения центра масс штампа h 
задана (рис. 1).

Контакт происходит без трения.

Рис. 1. Постановка задачи: f(x)– функция, описывающая форму штампа; 
ρ(x) - функция давления в области контакта; Ω – граница области контакта; 

h - величина смещения центра массы /
Fig. 1. Problem statement: f(x) is a function describing the shape of the stamp; 

ρ(x) is a function of pressure in the contact area; Ω is the boundary of the 
contact area; h is the magnitude of the displacement of the center of mass

В зоне контакта нормальные перемещения основания со-
впадают с перемещениями границы штампа. Полагается, что 
давление в зоне контакта отрицательное, а вне зоны контакта 
равно нулю (условия нормального контакта без трения):

  (5)

Одной из сложностей при решении Ω контактных за-
дач является определение области контакта , которая в 
данном случае является отрезком, принадлежащем оси Ox:  
Ω .

Введём функцию g(x) = f(x) – h – w(x), которая описывает 
зазор между штампом и основанием. Тогда условия контакта 
можно записать в следующей форме

  (6)

Первое неравенство в  гарантирует непроникание контак-
тирующих тел, второе обеспечивает отсутствие адгезионных 
сил (условие одностороннего нормального контакта). Третье 
равенство в  говорит о том факте, что при ненулевом кон-
тактном давлении зазор между взаимодействующими тела-

ми должен быть равен нулю, а при ненулевом зазоре обязано 
быть равным нулю контактное давление [4]. Заметим также, 
что это условие не исключает случая одновременного равен-
ства нулю зазора и контактного давления, что возможно в 
некоторых подобластях, принадлежащих области контакта.

Запись условий контакта в форме  удобна для вычисли-
тельной реализации, поскольку не включает явно саму об-
ласть контакта.

Метод решения
Для решения поставленных задач предлагается метод, 

базирующийся на новой многообещающей технологии по-
строения решений различных научных задач с применением 
глубоких нейронных сетей с физико-математическим под-
креплением. Суть данного метода заключается в построении 
задачи математической оптимизации, эквивалентной исход-
ной задаче. При этом искомые функции аппроксимируются 
посредством глубоких нейронных сетей.

Рассмотрим алгоритм решения контактных задач на при-
мере задачи для балки Бернулли-Эйлера и абсолютно жест-
кого штампа, ограниченного гладкой кривой f(x).

1. Функциям прогиба w(x), давления p(x) и зазора g(x) ста-
вим в соответствие их сетевые аппроксимации с помощью 
нейронной сети (рис. 2).

Рис. 2. Математический нейрон:  – вектор 
весов входов нейрона; x = (xj) – вектор на входе в нейрон; H - аффинное 
преобразование вектора входного сигнала; φki(H) - функции активации 

аффинного преобразования и нелинейное преобразование /

Fig. 2. Mathematical neuron:  is the vector 
of neuron input weights;  is the input vector to the neuron; H is the affine 

transformation of the input signal vector; φki(H)  are the activation functions of 
the affine transformation and the nonlinear transformation

Сама же нейронная сеть представляет собой сложную 
функцию от входной переменной x, которая содержит в каче-
стве параметров веса  и сдвиги bi

k в нейронах .

 W B   (7)
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где Unet – нейросетевая аппроксимация искомых функций; 
W =  – массив весов нейронных связей (k – номер 

слоя,  – номер нейрона в k -том слое,  – 
номер входа в i -тый нейрон);

B = bi
k – матрица сдвигов в нейронах.

На выходе нейронной сети формируется функции wnet(x; 
W, B), pnet(x; W, B), и  gnet(x; W, B). Как видно, этот подход по-
зволяет определить перемещения и контактное давление за 
один процесс обучения (оптимизации) нейронной сети.

2. В качестве входных данных в нейронную сеть исполь-
зуем множество дискретных точек (точек коллокации) Xnet  
[5]. Эти точки располагаются на интервале изменения пере-
менной x случайным образом, подчиняясь закону равномер-
ного распределения:

  (8)

3. Строится функция потерь, которая представляет собой 
сумму среднеквадратических отклонений невязок уравнения  
и условий контакта  на множестве точек коллокации, а также 
невязки граничных условий  в точках закрепления 

 
W B

 
                                     

(9)

где sing(g) - знаковая функция; 
 

W B
 

На рис. 3 приведена функция активации.

Рис. 3. Функция активации (функция sing(x)  - простой выключатель); 
кривая f(x) – функция активации /

Fig. 3. The function of activation (function sing(x) is a simple switch);  
curve f(x) is the activation function

Функция потерь в форме  учитывает невязки всех уравне-
ний и соотношений, в том числе, невязки неравенств в .

4. Метод обучения нейронной сети.
Целью метода обучения нейронной сети  является на-

хождение глобального минимума функции потерь  на много-
мерном пространстве весов W и сдвигов B. Для этого можно 
использовать, например, известный и хорошо зарекомендо-
вавший себя метод адаптивной оценки моментов (усовер-
шенствованный метод градиентного спуска) и построенный 
на его основе алгоритм «adam» [6].

Аналогично строится функция потерь в контактной зада-
че с моделью основания в виде балки Тимошенко , . В этом 
случае используется нейросетевая аппроксимация функций 

   
 W

W

W

W

B

B

B

B

 (10)

С использованием , функция потерь в этом случае примет 
вид:

 

W B

 
            

(11)

Заключение
1. В результате проведённого исследования на основе тех-

нологий глубокого машинного обучения с физическим под-
креплением был разработан и представлен алгоритм решения 
статических контактных задач для упругих оснований (модели 
балок Бернулли-Эйлера и Тимошенко) и абсолютно твёрдых 
штампов. Ключевой особенностью предложенного подхода 
является сведение исходной краевой задачи с неравенствами 
к задаче безусловной оптимизации. Для этого была построе-
на специализированная функция потерь, которая в явном виде 
инкорпорирует условия одностороннего контакта (непроника-
ние и отсутствие адгезии) в процедуру обучения нейронной 
сети. Использованный метод адаптивной оценки моментов 
(Adam) позволил эффективно находить параметры нейронной 
сети, минимизирующие эту функцию, что эквивалентно нахо-
ждению приближённого решения системы дифференциаль-
ных уравнений, граничных и контактных условий.

2. Представленный алгоритм, несмотря на рассмотрение 
модельных одномерных задач, формирует фундаментальную 
вычислительную основу для решения широкого круга при-
кладных проблем в обогащении полезных ископаемых.

Моделирование процессов дробления и измельчения: алго-
ритм может быть обобщён для моделирования контакта меж-
ду дробящими телами (щеками дробилки, шарами мельницы) 
и куском руды, представленным в виде упругопластического 
или хрупкого тела сложной геометрии. Это открывает путь 
к симуляции разрушения с прогнозом гранулометрического 
состава продукта, что является центральной задачей для оп-
тимизации энергозатрат. Возможность алгоритма определять 
неизвестную область контакта и распределение давления 
критически важна для оценки локальных пиковых напряже-
ний, инициирующих трещину.

Инструмент для кристаллосберегающих технологий: 
точное расчётное определение полей напряжений внутри 
модельного куска (наподобие рассмотренной балки) позво-
ляет изучать сценарии разрушения. Перспективным направ-
лением является адаптация алгоритма для прогнозирования 
распространения трещин именно по границам минеральных 
зёрен (межкристаллитное разрушение), а не через них. Такой 
прогноз позволит целенаправленно выбирать режимы на-
гружения (скорость, силу, тип контакта) для максимального 
раскрытия сростков при минимальном переизмельчении цен-
ного компонента.
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Анализ износа и проектирование оборудования: решение 
контактных задач для пар «рабочий орган – материал» позво-
ляет оценивать контактные давления, являющиеся главной при-
чиной абразивного износа футеровок, дробящих плит, валков. 
Алгоритм может быть интегрирован в цикл цифрового проекти-
рования для оптимизации геометрии рабочих органов с целью 
снижения удельных давлений и увеличения их ресурса.

3. На основе технологий глубокого машинного обучения 
с физическим подкреплением построен алгоритм решения 
статических контактных задач для балок и абсолютно жест-
ких штампов. Исходная постановка задач сведена к зада-
че математической оптимизации. Её целью является поиск 
глобального минимума специально построенных функций 
потерь, учитывающих неравенства, входящий в формули-
ровки условий контакта. Предложенный подход может быть 
использован для решения широкого класса контактных задач 
механики деформируемого твёрдого тела. Представленный 

алгоритм решения может быть обобщен с целью решения 
нестационарных контактных задач.

Выводы
1. Разработан алгоритм на основе физически информиро-

ванных нейронных сетей, позволяющий точно решать стати-
ческие контактные задачи с односторонними условиями за 
счёт специальной функции потерь, учитывающей неизвест-
ную область контакта.

2. Апробация метода на моделях балок подтвердила его 
результативность для определения контактных давлений и 
зоны взаимодействия, что актуально для моделирования про-
цессов дробления и измельчения.

3. Созданный подход формирует вычислительную основу 
для построения суррогатных моделей оборудования и опти-
мизации режимов переработки минерального сырья в кон-
тексте кристаллосбережения.
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