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Резюме. Приведены результаты разработки алгоритма моделирования месторождений полезных ископаемых на осно-
ве пространственной цепи Маркова с фиксированным путем с включением межклассовых зависимостей. Приведен анализ 
методов моделирования случайных полей цепи Маркова для создания трансиограмм, которые позволяют воспроизводить 
пространственную структуру месторождения полезных ископаемых. Обоснован подход для использования трансиограмм при 
моделировании крупномасштабной структуры месторождения полезных ископаемых и пространственно-временного анализа 
неопределенности дискретных пространственных переменных. Детально описан алгоритм моделирования месторождений 
полезных ископаемых для эффективного определения причинно-следственных связей и пространственных закономерностей 
качественных и количественных показателей залежи. Одним из преимуществ данного подхода является то, что смоделиро-
ванные трансиограммы имеют тренд следовать экспериментальным. Результаты исследований могут быть полезными при 
определении пространственных характеристик залежи полезных ископаемых.
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Abstract. The article presents the results of developing an algorithm for modeling mineral deposits based on a spatial Markov 
chain with a fixed path and incorporating interclass dependencies. An analysis of Markov chain random field modeling methods for 
creating transiograms that allow for the reproduction of the spatial structure of a mineral deposit is presented. An approach for using 
transiograms in modeling the large-scale structure of a mineral deposit and for spatiotemporal uncertainty analysis of discrete spatial 
variables is substantiated. An algorithm for modeling mineral deposits for the efficient determination of cause-and-effect relationships 
and spatial patterns in the qualitative and quantitative parameters of a deposit is described in detail. One of the advantages of this 
approach is that the modeled transiograms tend to follow experimental data. The research results can be useful in determining the 
spatial characteristics of a mineral deposit.
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Введение

В практике маркшейдерского мониторинга место-
рождений полезных ископаемых давно используются 
одномерные цепи Маркова (или вероятности перехо-

да). При этом более ранние модели цепей Маркова не могли 
выполнять условное моделирование, и долгое время было 
сложно определить цепь Маркова наблюдаемыми данными.

Кроме того, условное моделирование должно выполнять-
ся с помощью подходов индикаторного кригинга, и при этом 
будет наблюдаться тенденция недооценивать малые классы 
из-за исключения нежелательных переходов, вызванных ис-
пользованием нескольких цепей и полной независимости 
геопространственной информации, а также обусловленности 
точечных выборок.

Существующие геостатистические методы изначально 
применялись для моделирования минералов, которые не 
включали сильно коррелированные полиномиальные классы. 
При этом метод кокригинга широко использовался для вклю-
чения вторичной информации в геостатистическое модели-
рование. Известно, что геостатистические методы кригинга 
могут быть применены для работы с геологическими пере-
менными, и при моделировании приходится игнорировать 
межклассовые зависимости при корегионализации большого 
набора задействованных моделей. Таким образом, основные 
проблемы будут заключаться в трудностях включения меж-
классовых зависимостей и работы с большим количеством 
классов, существующих в категориальных геологических 
переменных.

Одним из решений данной проблемы будет являться 
алгоритм моделирования месторождений полезных иско-
паемых на основе пространственной цепи Маркова с фик-
сированным путем. При моделировании месторождений 
полезных ископаемых на основе пространственной цепи 
Маркова с фиксированным путем можно применить способ 
трансиограммы (то есть диаграммы вероятности перехода) 
для представления пространственных взаимозависимостей 
(то есть автокорреляций) между показателями залежи полез-
ного ископаемого. Трансиограммы оцениваются по выбор-
кам и подгоняются под модель для предоставления входных 
параметров для алгоритма моделирования [1].

Данный подход условного моделирования с помощью 
цепи Маркова показывает, что межклассовые зависимости 
могут быть легко и эффективно включены в моделирование 
сложных категориальных переменных через вероятности 
перехода. Чтобы модель цепи Маркова работала с данными 
выборочных точек, необходимо напрямую оценивать диа-
граммы вероятности перехода из выборочных разреженных 
точечных геологических данных. Трансиограммы не требу-
ют марковского предположения первого порядка, которое 
необходимо при вычислении вероятностей многошагового 
перехода из вероятностей одношагового перехода.

Таким образом, трансиограммы будут служить про-

странственными мерами для геостатистики цепей Маркова, 
а модели цепей Маркова могут напрямую извлекать необхо-
димые вероятности перехода с различными задержками из 
непрерывных моделей трансиограмм, подходящих к экспе-
риментальным трансиограммам. Фактически использование 
трансиограмм вместо матриц вероятностей одношагового 
перехода имеет одно очевидное преимущество – во вклю-
чении сложной пространственной вариации многочленных 
классов.

Цель исследований: разработка алгоритма моделиро-
вания месторождений полезных ископаемых на основе про-
странственной цепи Маркова с фиксированным путем.

Объект исследований
В настоящее время на территории Республики Бурятии 

осуществляется добыча угля, золота (рудного и россыпно-
го), нефрита, урана и сырья для производства строительных 
материалов. Кроме разрабатываемых месторождений, на 
стадии подготовки к освоению находятся месторождения 
полиметаллических руд, вольфрама и молибдена. В нерас-
пределенном фонде недр имеются крупнейшие месторожде-
ния калийно-глиноземного сырья и особо чистого кварца, 
перспективные, но требующие доразведки либо переоценки 
в современных экономических условиях месторождения по-
лиметаллов [2–5].

В целях вовлечения месторождений полезных ископае-
мых в хозяйственный оборот и обнаружения новых место-
рождений на территории Республики Бурятии проводятся 
работы по геологическому изучению и воспроизводству 
минерально-сырьевой базы. Так, среди осваиваемых место-
рождений находится разрез «Тугнуйский» – одно из крупней-
ших в России предприятий по добыче каменного угля. Здесь 
осуществляется разработка открытым способом Олонь-Ши-
бирского каменноугольного месторождения, расположенно-
го в Петровск-Забайкальском районе Забайкальского края, 
в Мухоршибирском районе Бурятии. Центральная часть ме-
сторождения находится в 90 км к юго-востоку от г. Улан-Удэ. 
Месторождение представлено 21 угольным пластом, из кото-
рых промышленное значение имеют четыре: № 6, 8, 15, 18. 
Основным рабочим пластом является пласт № 18 (64 % всех 
запасов). Глубина его залегания – от 3 до 169 м.

Материал и методы исследования
В данном исследовании разработка алгоритма моделиро-

вания месторождений полезных ископаемых проводилась на 
площади размером 4 × 1,7 км. Площадь месторождения по-
лезных ископаемых была разбита в сетку 50 × 40 с размером 
пикселя 20 × 20 м.

Для моделирования использовались два набора данных. 
Первый набор данных выборки состоял из 236 точек (20 % 
от общего числа пикселей), а разреженный набор данных 
выборки – из 62 точек (6,6 % от общего числа пикселей) [6].

Пространственная цепь Маркова определяется как слу-
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чайное поле, которое перемещается или «прыгает» в про-
странстве, подчиняясь разным (или тем же) правилам ве-
роятности перехода в разных направлениях. При этом его 
состояние полностью меняется в зависимости от его ближай-
ших известных соседей, найденных в разных направлениях. 

Теория пространственной цепи Маркова дает общее реше-
ние для условного распределения вероятностей дискретной 
случайной величины Z в невыбранном местоположении u как:

  (1)

где Pi – представляет вероятность перехода в i-м направле-
нии; 

u1 представляет соседа, из которого или через которого 
марковская цепь перемещается в текущее местоположение u; 

m представляет количество ближайших известных сосе-
дей; 

k, li и f – все представляют классы в пространстве состо-
яний S = (1, . . ., n);

hi – расстояние от текущего местоположения до ближай-
шего известного соседа ui.

При увеличении лага hi  от нуля до определенного рас-
стояния Pkl

i (hi) цепь образует трансиограмму (непрерывную 
диаграмму вероятности перехода) из класса k в класс li в i-м 
направлении.

Если рассматривать только четыре ортогональных на-
правления – 1, 2, 3 и 4, уравнение (1) выглядит как

  (2)

где k – представляет состояние невыбранного местоположе-
ния, которое необходимо оценить, а l, q, m и o представляют 
состояния четырех ближайших известных соседей в соответ-
ствующих направлениях.

В данном случае степени 1, 2, 3 и 4 могут представлять 
направления влево, вправо, вверх и вниз соответственно в 
любой последовательности.

Уравнение (2) является основной моделью простран-
ственной цепи Маркова, которое будет использоваться в раз-
работке алгоритма.

Предположим, что для моделирования пространственно-
го распределения n взаимоисключающих классов геологиче-
ских данных будет обусловлено набором выборки в N узлах 
сетки. N классов могут быть в любой случайной последова-
тельности, обозначенной как любые метки 1, 2, . . ., n или 
A, B, C, . . При этом выборка Монте-Карло используется для 
получения меток из кумулятивного условного распределения 
вероятностей для каждого узла.

Таким образом, моделирование месторождений полез-
ных ископаемых на основе пространственной цепи Маркова 
с фиксированным путем выполняется следующим образом 
(рис. 1) [7–11]:

1. Первым делом необходимо соединить периферийные 
наблюдаемые точки в исследуемой области. В результате по-
лучатся моделируемые линии, используя модели цепи Мар-

кова, – в зависимости от количества ближайших известных 
соседей, найденных в ортогональных направлениях. Если 
эти моделируемые линии не накладываются на внешние гра-
ницы исследуемой области, внешние границы можно пред-
ставить путем создания условий.

2. Далее требуется соединить все пары точек наблюдае-
мых данных, которые не были соединены на первом этапе, 
в моделируемые линии, используя модель пространственной 
цепи Маркова, заданную в уравнении (2), следуя симметрич-
ному (или квазисимметричному) пути. Эти моделируемые 
линии образуют сеть, состоящую из множества ячеек с из-
вестными (уже моделируемыми) границами.

3. В итоге в каждой ячейке будет получено значение узла 
на основе четырех ближайших известных соседей, следуя 
симметричному (или квазисимметричному) пути.

Рис. 1. Иллюстрация процесса моделирования от создания сетки до ее 
заполнения /

Fig. 1. Illustrating the simulation process from netting to mesh-filling

Результаты исследований и их обсуждение
В результате проведенных исследований были оценены 

экспериментальные трансиограммы по 216 точкам и под-
гонялись по экспоненциальным и сферическим моделям. 
Подогнанные модели трансиограмм использовались для 
моделирования с обоими наборами данных. При этом раз-
реженный набор данных из 62 точек был слишком мал для 
оценки надежных экспериментальных трансиограмм. Если 
учитывать, что разреженный набор данных был мал, то ча-
стоты перехода в четырех ортогональных направлениях были 
объединены, чтобы получить только один набор эксперимен-
тальных трансиограмм.

Рисунок 2 иллюстрирует подмножество эксперименталь-
ных автокросс-трансиограмм, которые разделяют один и тот 
же головной класс и их подгоночные модели [12].

Рис. 2. Подмножество экспериментальных автокросс-трансиограмм:  
а – экспериментальная трансиограмма p(h), смоделирована уравнением 

(2); б – трансиограммы, основанные на стационарном марковском 
предположении первого порядка /

Fig. 2. Subset of experimental autocross-transiograms: a – experimental 
transiogram p(h), modeled by equation (2); b – transiograms based on the first-

order stationary Markov assumption

Анализ исследований показал, что большинство этих экс-
периментальных трансиограмм можно «подогнать» с помо-
щью экспоненциальной или сферической модели. При этом 
доля соответствующего хвостового класса служит порогом 
модели. На рисунке 2а экспериментальная трансиограмма 
p(h), смоделирована уравнением (2), имеет очевидные коле-
бания. Это может быть вызвано недостаточностью наблюда-
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емых данных и не марковским эффектом реальных данных. 
При этом трансиограммы, основанные на стационарном мар-
ковском предположении первого порядка, являются гладкими 
кривыми (рис. 2б). Это означает, что только часть особенно-
стей экспериментальных трансиограмм зависят от сложно-
сти используемых математических моделей, а анизотропия и 
направленная асимметрия может охватывать больше деталей 
при моделировании месторождений полезных ископаемых.

В результате для каждого набора исходных геологических 
данных было смоделировано 50 вариантов на основе простран-
ственной цепи Маркова с фиксированным путем. Карты про-
гноза геологического распределения качественного показателя 
месторождения полезного ископаемого были оценены для каж-
дого набора смоделированных реализаций. На основе карты 
максимальной вероятности прогноза появления качественного 
показателя месторождения полезного ископаемого для соответ-
ствующего набора данных была сгенерирована оптимальная 
карта прогнозирования, представленная на рисунке 3. 

Рис. 3. Карта прогнозирования показателей залежи / 
Fig. 3. Deposit indicator forecast map

Данная карта прогнозирования также представляет собой 
оптимально интерполированный результат разреженного на-
бора данных выборки [13–15]. В результате видно, что все 
семь классов геологических данных хорошо охвачены. Не-
большие классы данных, такие как класс 2 и класс 4, хорошо 
получены, даже с разреженным набором, в зависимости от 
их корреляционных связей. Одной из значимых характери-
стик смоделированных реализаций является то, что крупно-
масштабные образцы геологических данных генерируются 
как полигоны, а не фрагментарные пиксели, как в обычных 
геостатистических методах.

В результате анализа получено, что модели, основанные 
на одном и том же наборе данных, показывают похожие зако-
номерности. Это значит, что включение межклассовых отно-
шений (то есть кросс-корреляций) среди различных классов 
данных зависит от нелинейности пространственной цепи 
Маркова с фиксированным путем.

Карты вероятности появления отдельных классов ге-
ологических данных отображаются на рисунке 4 соот-
ветственно для плотного набора и разреженного набора. 
Карты четко показывают, где и с какой вероятностью класс 
имеет тенденцию встречаться в исследуемой области. 

Темная область на карте вероятности появления означает, 
что класс имеет высокую вероятность встречаться в этом 
месте как полигон.

Неглубокие серые полосы на двух картах максимальной 
вероятности появления указывают на переходные зоны, ко-
торые подразумевают приблизительные местоположения 
границ классов и неопределенность местоположения гра-
ниц.

Рис. 4. Карта вероятности появления отдельных классов:  
a – для плотного набора; б – для разреженного набора /

Fig. 4. Map of the probability of occurrence of individual classes:  
a – for a dense set; b – for a sparse set

Постепенный переход от темного цвета к фоновому цвету 
подразумевает локальную неопределенность границы поли-
гона. Таким образом, карты максимальной вероятности появ-
ления признака указывают на надежность соответствующих 
карт прогнозирования, то есть где прогнозируемый результат 
имеет более низкое качество, а где он имеет более высокое 
качество. В частности, переходные зоны (или неопределен-
ные границы) между различными классами могут быть выяв-
лены на карте максимальной вероятности появления.

Заключение
1. В статье представлен простой и эффективный алгоритм 

цепи Маркова с фиксированным путем для стохастическо-
го моделирования, обусловленный точечными выборками. 
Данный алгоритм позволит определить влияние интеграции 
неопределенных вторичных данных в процедуру моделиро-
вания ресурсов с использованием различных стратегий. Та-
ким образом, в отличие от традиционных подходов данный 
алгоритм будет интегрировать неопределенность, присут-
ствующую во вторичных данных, в результирующие модели 
месторождения полезного ископаемого.

2. Установлено, что данный алгоритм предоставляет яв-
ное решение для функции условной вероятности неизвестно-
го местоположения с различными структурами ближайшего 
известного соседа, но с очевидной локационной неопреде-
ленностью, отраженной в картах вероятности появления.

3. Выявлено, что алгоритм цепи Маркова с фиксирован-
ным путем хорошо подходит для анализа пространственной 
неопределенности полиномиальных классов путем генера-
ции большого количества реализаций и оценки карт вероят-
ности появления. Использование моделей трансиограмм для 
предоставления вероятностей перехода при любых задерж-
ках представляет собой преимущество алгоритма для вклю-
чения сложных особенностей пространственных вариаций 
дискретных переменных.
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